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Abstract 
In this article, we introduce and studied the power Gompertz-Makeham (PGM) distribution with four 

parameters. This distribution obtained using power transformation on Gompertz-Makeham distribution. On this 

new distribution, we derive its statistical properties, such as quantile function, moment, and incomplete moment 

along with their implications. We present all statistical properties in closed-form formula so that their computation 

could be easily done. Then, on this new distribution, we did parameter estimation by maximum likelihood 

estimation using simulated data and examine the performance of MLE. The proposed model applied to real-life 

datasets of carbon-fiber braking stress to demonstrate the flexibility of PGM distribution. 

 

Keywords: Gompertz-Makeham, Maximum likelihood estimation method, power transformation 

 

Abstrak 
Pada artikel ini, kami memperkenalkan distribusi power Gompertz-Makeham (PGM) dengan empat 

parameter. Distribusi ini didapat melalui transformasi power pada distribusi Gompertz-Makeham. Pada distribusi 

baru ini, pertama kami turunkan beberapa sifat statisitika dari distribusi PGM, seperti fungsi kuantil, momen, dan 

momen tak lengkap, serta beberapa akibat dari sifat tersebut. Semua sifat tersebut disajikan dalam bentuk tertutup 

yang dapat mempermudah proses komputasi pada sifat tersebut. Pada distribusi baru ini, kemudian kami lakukan 

estimasi parameter menggunakan maximum likelihood estimation (MLE), pertama pada data simulasi untuk 

mengukur performa MLE pada distribusi PGM, dan selanjutnya pada data kekuatan fiber karbon untuk 

mendemonstrasikan fleksibilitas distribusi power Gompertz-Makeham. 
 

Kata kunci: Gompertz-Makeham, Metode maximum likelihood estimastion, Transformasi power 

 

1. Pendahuluan 

Pada 1825, Gompertz memberikan 

postulat terkait tingkat kematian manusia, 

yang kemudian dikenal sebagai hukum 

Gompertz. Hukum ini kemudian diperluas 

oleh Makeham pada 1860. Dua hukum 

tersebut kemudian melahirkan distribusi 

Gompertz dan distribusi Gompertz-Makeham, 

yang memiliki aplikasi utamanya pada bidang 

aktuaria, biologi, dan demografi, karena 

kekuatannya dalam memodelkan pola pada 

tingkat mortalita pada berbagai spesies, 

termasuk manusia. Detail mengenai sejarah 

hukum Gompertz dan Gompertz-Makeham 

beserta sifat-sifat dasarnya dapat dilihat di 

Marshall dan Olkin [1]. 

Distribusi Gompertz-Makeham memiliki 

fungsi distribusi kumulatif 

𝐺(𝑦) = 1 − exp [−𝜆𝑦 −
𝛼

𝛽
(𝑒𝛽𝑦 − 1)] (1) 

dan fungsi kepadatan peluang  

𝑔(𝑦) = (𝛼𝑒𝛽𝑥 + 𝜆)                                  

                  × exp [ −𝜆𝑥 −
𝛼

𝛽
 (𝑒𝛽𝑥 − 1)] 

(2) 

https://journal.unugiri.ac.id/index.php/JaMES
https://doi.org/10.32665/james.v6i2.1910
https://issn.brin.go.id/terbit/detail/1524124659
https://issn.brin.go.id/terbit/detail/1524142771
mailto:moch.taufik22@its.ac.id
mailto:hairul@nplecturer.tazkia.ac.id
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://journal.unugiri.ac.id/index.php/JaMES


108 
https://journal.unugiri.ac.id/index.php/JaMES 

dengan 0 ≤ 𝑦 < ∞ dan 𝛼, 𝛽 > 0, 𝜆 ≥ 0 

merupakan parameter bentuk (lihat, sebagai 

contoh, [1]). Distribusi Gompertz merupakan 

kasus khusus dari distribusi Gompertz-

Makeham, yang diperoleh ketika 𝜆 = 0. 

Distribusi Gompertz-Makeham memiliki sifat 

bahwa fungsi hazard rate bersifat menaik. 

Meskipun hal ini cocok dengan sifat mortalita 

manusia, tetapi tidak semua data memiliki 

hazard rate yang selalu meningkat seiring 

waktu. Karakteristik data yang semakin 

bervariasi memicu penelitian dalam 

konstruksi distribusi parametrik baru yang 

lebih fleksibel dalam memodelkan data 

dengan berbagai karakteristik.  

Pembahasan, pengembangan dan 

modifikasi dari distribusi Gompertz dan 

Gompertz-Makeham telah dilakukan oleh 

banyak penulis. Dey dkk. di [2] dan 

Castellares dkk. di [3] membahas sifat-sifat 

distribusi Gompertz-Makeham. Di [4], [5], 

dan [6] dibahas pengembangan distribusi baru 

berdasarkan distribusi Gompertz dan 

Gompertz-Makeham. Membangun distribusi 

baru berdasarkan distribusi tertentu dapat 

dilakukan dengan berbagai cara, salah satunya 

melalui transformasi power 𝑋 = 𝑌1/𝜃 dengan 

𝜃 > 0 dengan 𝑌 adalah peubah acak yang 

menjadi landasan dengan support tak negatif. 

Transformasi power dapat memberikan 

kontrol pada grafik fungsi kepadatan dari 𝑋 di 

sekitar 0. Hal ini dapat meningkatkan 

fleksibilitas dari distribusi baru dalam 

memodelkan data dibandingkan distribusi 

semulanya. Distribusi baru yang dibangun 

melalui transformasi power pada distribusi 

klasik juga telah banyak dibahas. Sebagai 

contoh paling sederhana, distribusi Weibull 

merupakan hasil transformasi power dari 

distribusi eksponensial. Contoh lain dari 

penelitian yang telah dilakukan adalah 

distribusi power Lomax [7], distribusi power 

Rayleigh [8], distribusi power Lindley [9], 

[10], dan distribusi power Gompertz [11].  

Pada artikel ini, kami memperkenalkan 

distribusi power Gompertz-Makeham, yang 

diperoleh melalui transformasi power pada 

distribusi Gompertz-Makeham, kemudian 

kami pelajari sifat-sifat statistika dari 

distribusi baru ini. Demonstrasi penerapan 

distribusi power Gompertz-Makeham dalam 

memodelkan data riil juga dibahas.  

2. Metode 

Misalkan 𝑌 peubah acak kontinu yang 

memiliki support [0, ∞) dengan fungsi 

distribusi 𝐺(𝑦) dan fungsi densitas 𝑔(𝑦). Jika 

𝜙 adalah fungsi injektif dan terturunkan pada 
[0, ∞) dan 𝑋 = 𝜙(𝑌), maka fungsi distribusi 

dan fungsi kepadatan peluang dari 𝑋 berturut-

turut adalah 

 

𝐹(𝑥) = 𝐺(𝜙−1(𝑦)), 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝜙−1(𝑦)) |
𝑑𝜙−1(𝑦)

𝑑𝑦
| 

(3) 

(4) 

 

 Pada penelitian ini, kami menerapkan 

tranformasi power 𝜙(𝑢) = 𝑢1/𝜃, 0 < 𝑢 < ∞, 

pada peubah acak 𝑌 yang berdistribusi 

Gompertz-Makeham (disingkat GM). Peubah 

acak hasil transformasinya, yaitu 𝑋 =
𝜙(𝑌) = 𝑌1/𝜃 kami katakan berdistribusi 

power Gompertz-Makeham (disingkat PGM). 

Fungsi distribusi serta densitas dari PGM 

dapat diperoleh dari persamaan (2) dan (3). 

Hal pertama yang dibahas pada artikel ini 

adalah menurunkan beberapa sifat statistik 

dari distribusi PGM, seperti fungsi kuantil, 

momen, dan momen tak lengkap. Setelah 

mendapatkan fungsi distribusi 𝐹(𝑥) dan 

fungsi densitas 𝑓(𝑥) dari distribusi PGM, 

maka kami bisa mendapatkan sifat-sifat 

statistiknya. Hasil-hasil tersebut 

diformulasikan dalam bentuk tertutup 

sehingga memungkinkan untuk diilustrasikan 

secara numerik.  

Pada bagian penerapan, pertama kami 

melakukan estimasi parameter dengan metode 

maximum likelihood estimation (MLE) pada 

data simulasi. Ini untuk menguji performa 

MLE dalam melakukan estimasi pada 

distribusi PGM. Proses simulasi dilakukan 

sebagai berikut. 

1) Menetapkan nilai parameter distribusi 

PGM 

2) Membangkitkan sebanyak 𝑛 bilangan 

acak 𝑢𝑘 yang berdistribusi seragam pada 
(0, 1). Nilai 𝑛 akan divariasikan. 

3) Membangkitkan data berukuran 𝑛 yang 

berdistribusi PGM dengan menghitung 

𝑥𝑘 = 𝑄(𝑢𝑘), 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛. Di sini, 

𝑄(𝑝), 0 < 𝑝 < 1, adalah fungsi kuantil 

dari PGM berdasarkan parameter pada 

langkah 1. 
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4) Menerapkan MLE pada data yang 

diperoleh di langkah 3). 

5) Mereplikasi langkah 2) sampai langkah 

4) sebanyak 1000 kali. 

Estimasi parameter dengan MLE pada 

langkah 4) dilakukan dengan mencari vektor 

parameter 𝛈 yang memaksimumkan fungsi 

log-likelihoodnya. Dari hasil estimasi 

parameter yang diperoleh, kemudian kami 

hitung rata-rata, bias, dan rataan kuadrat error. 

Selanjutnya, proses fitting distribusi melalui 

MLE dilakukan pada data riil, yakni data 

kekuatan fiber karbon. Hasil yang didapat 

kemudian dan dibandingkan dengan distribusi 

parameterik lainnya, termasuk distribusi yang 

mendasari PGM, yakni distribusi Gompertz 

dan Gompertz-Makeham. Perbandingan 

dilakukan dengan melihat statistik AIC, BIC, 

dan HQIC. Seluruh komputasi dilakukan 

menggunakan perangkat lunak Python. 

 

3. Pembahasan  

3.1 Definisi Distribusi PGM 

Peubah acak 𝑋 berdistribusi PGM jika 

𝑋 = 𝑌1/𝜃, dengan 𝜃 > 0 dan 𝑌 berdistribusi 

GM. Dengan menggunakan formula (3) dan 

(4) serta fungsi kepadatan peluang dan fungsi 

distribusi distribusi GM di persamaan (1) dan 

(2), fungsi kepadatan peluang dari 𝑋 adalah 

 

𝑓(𝑥) = 𝜃𝑥𝜃−1  (𝛼𝑒𝛽𝑥𝜃
+ 𝜆)                       

                × exp [ −𝜆𝑥𝜃 −
𝛼

𝛽
 (𝑒𝛽𝑥𝜃

− 1)] 

(5) 

 

dan fungsi distribusi kumulatif dari 𝑋 adalah 

 

𝐹(𝑥) = 1 − exp [ −𝜆𝑥𝜃 −
𝛼

𝛽
 (𝑒𝑏𝑥𝜃

− 1)] (6) 

 

dengan 0 ≤ 𝑥 < ∞ dan 𝜃, 𝛼, 𝛽 > 0, 𝜆 ≥ 0. 

Jika 𝑋 berdistribusi PGM, kami tuliskan 

𝑋~PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃). Beberapa distribusi yang 

termuat dalam distribusi PGM di antaranya: 

• Distribusi Gompertz-Makeham (𝜃 = 1) 

dan distribusi Gompertz (𝜃 = 1, 𝜆 = 0). 

• Distribusi power Gompertz (PGo) (𝜆 =
0). Distribusi ini telah diperkenalkan dan 

dipelajari oleh Ieren dkk. [11]. 

• Distribusi Chen (𝜆 = 0 dan 𝛽 = 1) [12]. 

Grafik fungsi kepadatan dari distribusi PGM 

untuk beberapa nilai parameter dapat dilihat 

pada Gambar 1. 

 
Gambar 1. Grafik 𝑓(𝑥) untuk 𝛼 = 0,1, 𝛽 = 2,5, 𝜆 =
0,25 dan beberapa nilai 𝜃 

 

 
Gambar 2. Grafik 𝑓(𝑥) untuk 𝛼 = 0,2, 𝛽 = 3,2, 𝜆 =
1,4 dan beberapa nilai 𝜃 

 

Pada Gambar 1, terlihat bahwa fungsi 

𝑓(𝑥) dari PGM mendekati tak terhingga 

ketika 𝑥 mendekati 0 untuk 0 < 𝜃 < 1. Di 

lain pihak, pada Gambar 2 terlihat bahwa 𝑓(𝑥) 

mendekati 0 ketika 𝑥 mendekati 0 untuk 𝜃 >
1, sedangkan untuk 𝜃 = 1, fungsi 𝑓(𝑥) 

bernilai hingga di 𝑥 = 0  Karakteristik fungsi 

kepadatan peluang dari PGM tersebut 

dirangkum pada proposisi berikut. 

 

Proposisi 1. Fungsi kepadatan peluang dari 

distribusi PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) memiliki sifat: 

 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = {
 ∞,     0 < 𝜃 < 1,
𝛼 + 𝜆,       𝜃 = 1
0,      1 < 𝜃 < ∞

 (7) 

 

Bukti. Dengan menggunakan sifat 𝑒𝑥 ~ 1 +
𝑥 ketika 𝑥 → 0, maka  

 

𝑓(𝑥) ~ 𝜃𝑥𝜃−1(𝛼 + 𝜆 + 𝛼𝛽𝑥𝜃)𝑒−(𝛼+𝜆)𝑥𝜃
 

 

ketika 𝑥 → 0. Dari sini, kesimpulan sudah 

bisa mengikuti.                                               ■ 

Dari Proposisi 1, bisa disimpulkan juga 

bahwa modus dari distribusi PGM ada jika 

dan hanya jika 𝜃 ≥ 1. 
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Fungsi kesintasan (survival function) dan 

fungsi hazard dari PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃), berturut-

turut diberikan oleh 

 

𝑆(𝑥) = exp [ −𝜆𝑥𝜃 −
𝛼

𝛽
 (𝑒𝑏𝑥𝜃

− 1)], (8) 

ℎ(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑆(𝑥)
=  𝜃𝑥𝜃−1 (𝛼𝑒𝑏𝑥𝜃

 + 𝜆). (9) 

 

Fungsi hazard dari distribusi PGM memiliki 

kaitan dengan distribusi power Gompertz dan 

Weibull. Persisnya, misalkan suatu sistem 

terdiri dari dua komponen yang memilki sifat:  

• waktu hidup komponen pertama mengikuti 

distribusi power Gompertz dengan 

parameter 𝛼, 𝛽, 𝜃, 

• waktu hidup komponen kedua mengikuti 

distribusi Weibull dengan parameter 𝜆, 𝜃, 

dan 

• sistem ini gagal/berhenti ketika satu dari 

dua komponen tersebut berhenti untuk 

yang pertama kalinya, 

maka waktu hidup sistem mengikuti distribusi 

PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃).  

Dengan cara yang sama seperti pada 

pembuktian Proposisi 1, kami mendapatkan 

sifat asimtotik dari fungsi hazard yang 

diberikan pada Proposisi 2.  

 

Proposisi 2. Fungsi hazard dari distribusi 

PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) memenuhi lim𝑥→∞ ℎ(𝑥) = 

∞ dan 

 

lim
𝑥→0+

ℎ(𝑥) = {
 ∞,     0 < 𝜃 < 1,
𝛼 + 𝜆,       𝜃 = 1
0,      1 < 𝜃 < ∞

 (10) 

 

Proposisi 2 juga menunjukkan bahwa fungsi 

hazard memiliki dua kemungkinan bentuk, 

yakni bathtub (untuk 0 < 𝜃 < 1) atau menaik 

(untuk 𝜃 ≥ 1).  

 

 
Gambar 3. Grafik ℎ(𝑥) untuk 𝛼 = 0,4, 𝛽 = 1,7, 𝜆 =
0,6 dan beberapa nilai 𝜃 

Fungsi hazard berbentuk bathtub jika grafik 

ℎ(𝑥) diawali dengan penurunan, kemudian 

cenderung konstan, dan dilanjutkan dengan 

kenaikan, seperti diperlihatkan pada Gambar 

3. Pada Gambar 4, grafik ℎ(𝑥) selalu naik 

seiring dengan nilai 𝑥. 

 

 
Gambar 4. Grafik ℎ(𝑥) untuk 𝛼 = 1,2, 𝛽 = 0,2, 𝜆 =
4,4 dan beberapa nilai 𝜃 

 

3.2 Sifat-Sifat Statistik dari PGM 

3.2.1 Fungsi Kuantil 

Fungsi kuantil 𝑄(𝑥), dengan 0 < 𝑥 < 1, 

dari distribusi yang memiliki fungsi distribusi 

𝐹(𝑥) didefinisikan sebagai nilai 𝑢 yang 

memenuhi persamaan 𝐹(𝑢) = 𝑥. Pertama, 

kami tuliskan dahulu definisi cabang utama 

fungsi Lambert-W. Fungsi 𝑊0 adalah cabang 

utama fungsi Lambert-W jika 𝑊0(𝑧)𝑒𝑊0(𝑧) =
𝑧 untuk setiap 𝑧 ≥ −1/𝑒. Fungsi kuantil 

distribusi PGM adalah sebagai berikut. 

 

Teorema 1. Untuk 𝜆 > 0 dan 0 < 𝑥 < 1, 

fungsi kuantil dari 𝑋~PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) adalah  

 

𝑄(𝑥) = [
𝛼

𝛽𝜆
−

1

𝜆
ln(1 − 𝑥)                  

                  −
1

𝛽
𝑊0 (

𝛼

𝜆
𝑒

𝛼
𝜆  (1 − 𝑥)−

𝛽
𝜆 )]

1
𝜃

 

(11) 

 

Bukti. Jodra di [13] telah membuktikan 

bahwa fungsi kuantil dari distribusi GM 

adalah 

 

𝒬(𝑥) =
𝛼

𝛽𝜆
−

1

𝜆
ln(1 − 𝑥) −

1

𝛽
𝑊0 (

𝛼

𝜆
𝑒

𝛼
𝜆  (1 − 𝑥)−

𝛽
𝜆 ) 

 

dengan 0 < 𝑥 < 1. Misalkan 𝑄(𝑥) adalah 

fungsi kuantil dari distribusi PGM. Jika 

𝒬(𝑥) = 𝑢, maka 𝑥 = 𝐺(𝑢) dengan 𝐺 adalah 

fungsi distribusi Gompertz-Makeham di (1). 

Karena fungsi distribusi PGM memenuhi 
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𝐹(𝑢1 𝜃⁄ ) = 𝐺(𝑢), jadi 𝑄(𝑥) = (𝒬(𝑥))
1/𝜃

, 

sesuai dengan formula (1).                            ■  

Dengan Teorema 1, sekarang bisa 

didapatkan kuantil-kuantil penting seperti 

kuartil pertama, kedua, dan ketiga. Sebagai 

contoh, dengan substitusi 𝑥 =
1

2
, diperoleh 

median dari distribusi PGM, yaitu 

 

𝑄 (
1

2
) = [

𝛼 + 𝛽 ln 2

𝛽𝜆
−

1

𝛽
𝑊0 (

𝛼(𝑒𝛼2𝛽)
1
𝜆

𝜆
)]

1
𝜃

. (12) 

 

3.2.2 Momen 

Sebelum membahas formula untuk 

momen distribusi PGM, kami tuliskan terlebih 

dahulu fungsi integro-exponential diperumum 

𝐸𝑠
𝑝(𝑧) untuk 𝑝 > −1, dan 𝑠, 𝑧 ∈ ℂ, yang 

didefinisikan sebagai 

 

𝐸𝑠
𝑝(𝑧) =

1

Γ(𝑝 + 1)
∫ (ln 𝑥)𝑝𝑥−𝑠𝑒−𝑧𝑥d𝑥

∞

1

 (13) 

 

dengan Γ(𝑧) = ∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡d𝑡
∞

0
, Re(𝑧) > 0, 

merupakan fungsi gamma. Fungsi integro-

eksponensial dipelajari untuk pertama kalinya 

oleh Milgram [14], termasuk konvergensi 

integralnya. Formula untuk momen distribusi 

PGM disajikan pada teorema berikut. 

 

Teorema 2 Momen ke-𝑘, 𝑘 ∈ ℕ, dari 

distribusi PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) adalah 

 

𝐸[𝑋𝑘] =
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
𝑘
𝜃

Γ (
𝑘

𝜃
+ 1) 𝐸𝜆 𝜃⁄ +1 

𝑘 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
) (14) 

 

Bukti. Berdasarkan definisi momen, 

 

𝐸[𝑋𝑘] = ∫ 𝑥𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

0

                                        

= 𝜃𝑒
𝛼
𝛽 ∫ 𝑥𝑘+𝜃−1

∞

0

(𝛼𝑒𝛽𝑥𝜃
+ 𝜆) × 

                            exp [ −𝜆𝑥𝜃 −
𝛼

𝛽
𝑒𝛽𝑥𝜃

 ] d𝑥 

Dengan substitusi 𝑢 = 𝑒𝑏𝑥𝜃
, dan dengan 

memperhatikan definisi 𝐸𝑠
𝑝(𝑧) di persamaan 

(13), maka integral terakhir menjadi 

 

𝐸[𝑋𝑘] =
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
𝑘
𝜃

Γ (
𝑘

𝜃
+ 1) ×                         

              [
𝛼

𝛽
𝐸𝜆 𝛽⁄  

𝑘 𝜃⁄  (
𝛼

𝛽
) +

𝜆

𝛽
𝐸𝜆 𝛽⁄ +1 

𝑘 𝜃⁄  (
𝛼

𝛽
)] 

(15) 

 

Jika 𝜆 > 0, gunakan relasi rekursif 

 

(1 − 𝑠)𝐸𝑠
𝑝(𝑧) = 𝑧𝐸𝑠−1

𝑝 (𝑧) − 𝐸𝑠
𝑝−1(𝑧) 

 

yang berlaku untuk setiap  𝑝 > 0, 𝑠 ≠ 1,  dan 

𝑧 > 0 [14]. Dengan menerapkan relasi 

rekursif tersebut untuk 𝑝 = 𝑘 𝜃⁄ , 𝑠 = 𝜆 𝑏⁄ +
1, dan 𝑧 = 𝜆 𝑏⁄ , ruas kanan dari persamaan 

(14) menjadi 

 

𝐸[𝑋𝑘] =
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
𝑘
𝜃

 Γ (
𝑘

𝜃
+ 1) 𝐸𝜆 𝜃⁄ +1 

𝑘 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
). 

 

Jika 𝜆 = 0, kesamaan (15) menjadi 

 

𝐸[𝑋𝑘] =
𝑒

𝛼
𝛽𝛼

𝛽
𝑘
𝜃

+1
 ∫ (ln 𝑢)

𝑘
𝜃𝑒

−
𝛼
𝛽

𝑢
d𝑢

∞

1

. 

 

Dengan integrasi parsial, diperoleh 

 

𝐸[𝑋𝑘] =
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
𝑘
𝜃

 
𝑘

𝜃
∫ (ln 𝑢)

𝑘
𝜃

−1𝑢−1𝑒
−

𝛼
𝛽

𝑢
d𝑢

∞

1

 

=
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
𝑘
𝜃

 Γ (
𝑘

𝜃
+ 1) 𝐸1

𝑘 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
).       ■ 

 

Dengan formula 𝐸[𝑋𝑘] di Teorema 2, 

kami mendapatkan formula tertutup untuk 

mean dan variansi dari 𝑋~PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃), 

yaitu 

 

𝜇 = 𝐸[𝑋] =
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
1
𝜃

Γ1/𝜃𝐸𝜆 𝜃⁄ +1 
1 𝜃⁄ −1 (

𝛼

𝛽
) (16) 

 

dan 

 

𝜎2 = Var(𝑋) = 𝐸[𝑋2] − 𝐸[𝑋]2            (17) 
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=
𝛼𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
2
𝜃

+1
Γ1/𝜃 [

𝜃 + 1

𝜃
𝐸𝜆 𝜃⁄ +1

2 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
)

−
𝛼𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
Γ1 𝜃⁄ (𝐸𝜆 𝜃⁄ +1

1 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
))

2

] 

 

dengan Γ1/𝜃 = Γ(1 𝜃⁄ + 1). Bentuk tertutup 

untuk skewness dan kurtosis dari  

𝑋~PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) bisa didapat dari 𝜇 dan 𝜎 

berdasarkan formula (15) dan (16) dan dengan 

menggunakan formula 

 

Skew(𝑋) =
𝐸[𝑋3] − 3𝜇𝜎2 + 2𝜇3

𝜎3
 

Kurt(𝑋) =
𝐸[𝑋4] − 4𝜇𝐸[𝑋3] + 6𝜇2𝜎2 + 3𝜇4

𝜎4
 

 

Dengan disajikannya momen dalam bentuk 

tertutup, kami bisa mengilustrasikan nilai 

mean, variansi, skewness, dan kurtosis dari 

distribusi PGM dengan mudah. Gambar 5, 6, 

7, dan 8 memberikan ilustrasi dari nilai 

keempat statistik tersebut untuk 𝛼 = 0,3, 𝛽 =
4,7, 𝜆 = 0,6 dan 𝜃 > 0. 

 

 
Gambar 5. Grafik 𝐸[𝑋] terhadap 𝜃 untuk 𝛼 = 0,3, 

𝛽 = 4,7, 𝜆 = 0,6 

 

 
Gambar 6. Grafik 𝑉𝑎𝑟(𝑋) terhadap 𝜃 untuk 𝛼 =
0,3, 𝛽 = 4,7, 𝜆 = 0,6 

 

 
Gambar 7. Grafik 𝑆𝑘𝑒𝑤(𝑋) terhadap 𝜃 untuk 𝛼 =
0,3, 𝛽 = 4,7, 𝜆 = 0,6 

 

 
Gambar 8. Grafik 𝐾𝑢𝑟𝑡(𝑋) terhadap 𝜃 untuk 𝛼 =
0,3, 𝛽 = 4,7, 𝜆 = 0,6 

 

3.2.3 Momen Tak Lengkap 

Momen tak lengkap ke-𝑘 dari peubah 

acak 𝑋 dengan fungsi kepadatan 𝑓(𝑥) 

didefinisikan sebagai [15] 

 

𝑚𝑘(𝑤) = ∫ 𝑥𝑘𝑓(𝑥)d𝑥
𝑤

0

, 𝑥 < 𝑤. 

 

Berdasarkan definisi ini, jelas bahwa 𝐸[𝑋] 
adalah limit dari 𝑚𝑟(𝑤) ketika 𝑤 → ∞. 

Momen tak lengkap dari dari distribusi 

PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) adalah sebagai berikut. 

 

Teorema 3. Momen tak lengkap ke-𝑘 dari 

distribusi PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) adalah 

 

𝑚𝑘(𝑤) =                                                     

          
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
𝑘
𝜃

Γ (
𝑘

𝜃
+ 1) 𝐸𝜆 𝛽⁄ +1 

𝑘 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
,  𝑒𝛽𝑤𝜃

) 

−𝑤𝑘𝑆(𝑤).                               

(18) 

 

untuk 𝑘 ∈ ℕ. Dalam hal ini, 𝐸𝑠
𝑝(𝑧, 𝑢), 𝑢 > 1, 

𝑝 > −1, dan 𝑠, 𝑧 ∈ ℂ menyatakan fungsi 

integro-exponential diperumum tak lengkap 

yang didefinisikan sebagai 
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𝐸𝑠
𝑝(𝑧, 𝑢) =

1

Γ(𝑝 + 1)
∫ (ln 𝑥)𝑝𝑥−𝑠𝑒−𝑧𝑥d𝑥

𝑢

1

. (19) 

 

Bukti. Proses pembuktian ini serupa dengan 

penurunan momen ke-𝑘 di Teorema 2. 

Dengan menggunakan definisi momen tak 

lengkap, dilanjutkan dengan substitusi 𝑢 =

𝑒𝑏𝑤𝜃
, diperoleh 

 

𝑚𝑘(𝑤) =
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
𝑘
𝜃

Γ (
𝑘

𝜃
+ 1) ×                                     

    [
𝛼

𝛽
𝐸𝜆 𝛽⁄  

𝑘 𝜃⁄  (
𝛼

𝛽
, 𝑒𝑏𝑤𝜃

) +
𝜆

𝛽
𝐸𝜆 𝛽⁄ +1 

𝑘 𝜃⁄  (
𝛼

𝛽
, 𝑒𝑏𝑤𝜃

)] 

(20) 

 

Selanjutnya, kami menggunakan relasi 

rekursif berikut yang berlaku untuk setiap 𝑝 >
0, 𝑠 ≠ 1, 𝑧 > 0, dan 𝑤 > 1: 

 

(1 − 𝑠)𝐸𝑠
𝑝(𝑧, 𝑤)                                                     

          = 𝑧𝐸𝑠−1
𝑝 (𝑧, 𝑤) − 𝐸𝑠

𝑝−1(𝑧, 𝑤) +
𝑈(𝑧, 𝑤)

Γp
 

 

dengan 𝑈(𝑧, 𝑤) = (ln 𝑤)𝑝𝑤−𝑠+1𝑒−𝑧𝑤 dan 

Γ𝑝 = Γ(𝑝 + 1). Relasi rekursif tersebut dapat 

dibuktikan dengan menerapkan integrasi 

parsial pada definisi 𝐸𝑠
𝑝(𝑧, 𝑢). Jika 𝜆 = 0, 

kami terapkan relasi tersebut untuk 𝑝 =
𝑘 𝜃⁄ , 𝑠 = 𝜆 𝑏⁄ + 1 dan 𝑧 = 𝜆 𝑏⁄  sehingga 

persamaan (19) menjadi 

 

𝑚𝑘(𝑤) =
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
𝑘
𝜃

Γ (
𝑘

𝜃
+ 1) 𝐸𝜆 𝛽⁄ +1 

𝑘 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
,  𝑒𝛽𝑤𝜃

) 

−𝑤𝑘𝑆(𝑤)                       
 

Jika 𝜆 = 0, sekali lagi kami menggunakan 

integrasi parsial pada persamaan (19) untuk 

mendapatkan 

 

𝑚𝑘(𝑤) =
𝑒

𝛼
𝛽

𝛽
𝑘
𝜃

 Γ (
𝑘

𝜃
+ 1) 𝐸1

𝑘 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
, 𝑒𝑏𝑤𝜃

) 

−𝑤𝑘𝑆(𝑤).                                       ■ 

 

3.2.4 Kurva Lorenz dan Bonferroni 

Kurva Lorenz dari peubah acak 𝑋 

didefinisikan sebagai [16] 

 

𝐿(𝐹(𝑥)) =
𝑚1(𝑥)

𝐸[𝑋]
, 

 

Dengan menggunakan Teorema 2 dan 

formula ekspektasi di persamaan (16), kami 

peroleh teorema berikut. 

 

Teorema 4. Kurva Lorenz dari distribusi 

PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) adalah 

 

𝐿(𝐹(𝑥)) =
𝐸𝜆 𝛽⁄ +1 

1/𝜃−1
(

𝛼
𝛽

,  𝑒𝛽𝑥𝜃
)

𝐸
𝜆 𝛽⁄ +1 
1/𝜃−1

(
𝛼
𝛽

)
−

𝑥𝑆(𝑥)

𝜇
. (21) 

 

Kurva Bonferroni dari peubah acak 𝑋 

bisa langsung dihitung dari kurva Lorenz [16]. 

Kurva Bonferroni dapat didefinisikan sebagai 

 

𝐵(𝐹(𝑥)) =
𝐿(𝐹(𝑥))

𝐹(𝑥)
. 

 

Kurva Lorenz dan Bonferroni banyak 

digunakan di ilmu ekonomi sebagai alat untuk 

mengukur sebaran pendapatan dan kekayaan 

masyarakat sehingga bisa diketahui seberapa 

besar ketimpangan ekonomi yang terjadi. 

 

3.2.5 Ekspektasi Sisa Waktu Hidup 

Ekspektasi sisa waktu hidup (mean 

residual life) menyatakan rata-rata waktu 

hingga kematian jika suatu entitas masih 

hidup pada waktu 𝑡. Persisnya, jika 𝑋 adalah 

peubah acak yang menyatakan lama waktu 

sejak lahir hingga meninggal/gagal, 

ekspektasi sisa waktu hidup adalah nilai dari 

𝐸[𝑋 − 𝑡|𝑋 > 𝑡], 𝑡 ≥ 0 [17]. Statistik ini 

sangat penting pada analisis reliabilitas. Jika 

𝑋 berdistribusi PGM, formula ekspektasi sisa 

waktu hidup disampaikan pada hasil berikut. 

 

Teorema 5. Ekspektasi sisa waktu hidup dari 

distribusi PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) adalah 

 

𝐸[𝑋 − 𝑡|𝑋 > 𝑡]                                           

=
𝑒

𝛼
𝛽

𝑆(𝑡)𝛽
1
𝜃

 Γ (
1

𝜃
+ 1) [𝐸𝛽+1 

1 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
) 

            −𝐸𝜆 𝛽⁄ +1 
1 𝜃⁄ −1 (

𝛼

𝛽
,  𝑒𝛽𝑡𝜃

)]. 

(22) 

 

untuk 𝑡 ≥ 0. 

 

Bukti. Perhatikan bahwa 
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𝐸[𝑋 − 𝑡|𝑋 > 𝑡] =
1

𝑆(𝑡)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝑓(𝑥)d𝑥

∞

𝑡

 

=
𝐸[𝑋] − 𝑚1(𝑡)

𝑆(𝑡)
− 𝑡. 

 

Tinggal gunakan Teorema 2 dan 3 untuk 

memperoleh formula (19). 

Ekspektasi waktu hidup sejak lahir 

diperoleh dengan substitusi 𝑡 = 0 pada (19). 

Dapat dilihat bahwa hasilnya persis 𝐸[𝑋]. 
 

3.2.6 Ekspektasi Waktu Tak Aktif 

Ekspektasi waktu tak aktif (mean 

inactivity time) menyatakan waktu (secara 

rata-rata) yang telah berlalu sejak suatu entitas 

gagal jika waktu kegagalannya, yaitu 𝑋, tak 

lebih dari 𝑡. Secara matematis, nilai ini 

dinyatakan oleh 𝐸[𝑡 − 𝑋|𝑋 ≤ 𝑡] [18]. 

Ekspektasi waktu tak aktif dan ekspektasi sisa 

waktu hidup sangat berguna pada analisis 

reliabilitas dan penelitian epidemiologi. Jika 

𝑋 berdistribusi PGM, kami punya hasil 

berikut. 

 

Teorema 6. Ekspektasi waktu tak aktif dari 

distribusi PGM(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃) adalah 

 
𝐸[𝑡 − 𝑋|𝑋 ≤ 𝑡]                                                         

=
𝑡

𝐹(𝑡)
−

𝑒
𝛼
𝛽

𝛽
1
𝜃

 Γ (
1

𝜃
+ 1) 𝐸𝜆 𝛽⁄ +1 

1 𝜃⁄ −1 (
𝛼

𝛽
,  𝑒𝛽𝑡𝜃

). 
(23) 

 

Bukti. Dengan cara yang serupa seperti pada 

Teorema 4,  

 

𝐸[𝑡 − 𝑋|𝑋 ≤ 𝑡] =
1

𝐹(𝑡)
∫ (𝑡 − 𝑥)𝑓(𝑥)d𝑥

𝑡

0

 

= 𝑡 −
𝑚1(𝑡)

𝐹(𝑡)
. 

 

Tinggal gunakan formula momen tak lengkap 

distribusi PGM di Teorema 4. 

 

3.3 Estimasi Parameter Dengan MLE 

Misalkan 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 adalah 𝑛 hasil 

observasi yang berasal dari distribusi PGM 

dengan vektor parameter 𝛈 = (𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜃).  

Fungsi likelihood dari distribusi PGM adalah 

 

𝐿(𝛈) = ∏ 𝑓(𝑥𝑖; 𝛈)

𝑛

𝑖=1

 
(24) 

= 𝜃𝑛 (∏ 𝑥𝑖
𝜃−1𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

) exp [−𝜆 ∑ 𝑥𝑖
𝜃

𝑛

𝑖=1

 

                        −
𝛼

𝛽
 ∑ (𝑒𝛽𝑥𝜃

− 1)

𝑛

𝑖=1

], 

 

dengan 𝜉𝑖 = 𝛼𝑒𝛽𝑥𝑖
𝜃

+ 𝜆, dan fungsi log-

likelihood 𝑙(𝛈) = ln 𝐿(𝛈) adalah 

 

𝑙(𝛈) = 𝑛 ln 𝜃 + (𝜃 − 1) ∑ ln 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

           + ∑ ln 𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝜆 ∑ 𝑥𝑖
𝜃

𝑛

𝑖=1

 

         −
𝛼

𝛽
(∑ 𝑒𝛽𝑥𝑖

𝜃

𝑛

𝑖=1

− 𝑛). 

(25) 

 

Untuk memaksimumkan 𝑙(𝛈), pertama 

kami menghitung turunan parsial pertama 

𝑈(𝛈) = (
∂𝑙(𝛈)

𝜕𝛼
,

∂𝑙(𝛈)

𝜕𝛽
,

∂𝑙(𝛈)

𝜕𝜆
,

∂𝑙(𝛈)

𝜕𝜃
), kemudian 

mencari solusi persamaan 𝑈(𝛈) = 0. Turunan 

parsial pertama dari 𝑙(𝛈) terhadap masing-

masing parameternya diberikan pada 

persamaan (24). 

 

∂𝑙(𝛈)

𝜕𝛼
= ∑

𝑒𝛽𝑥𝑖
𝜃

𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

+ ∑
𝑒𝛽𝑥𝑖

𝜃
− 𝑛

𝛽

𝑛

𝑖=1

  

∂𝑙(𝛈)

𝜕𝛽
= ∑

𝛼𝑥𝑖
𝜃𝑒𝛽𝑥𝑖

𝜃

𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

+ ∑
𝛼𝑥𝑖

𝜃𝑒𝛽𝑥𝑖
𝜃

𝛽

𝑛

𝑖=1

+ ∑
𝛼 (𝑒𝛽𝑥𝑖

𝜃
− 𝑛)

𝛽2

𝑛

𝑖=1

 

∂𝑙(𝛈)

𝜕𝜆
= ∑

1

𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

− ∑ 𝑥𝑖
𝜃

𝑛

𝑖=1

 

∂𝑙(𝛈)

𝜕𝜃
=

𝑛

𝜃
+ ∑

𝛼𝛽𝑥𝑖
𝜃 ln 𝑥𝑖 𝑒𝛽𝑥𝑖

𝜃

𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

− ∑ 𝛼𝑥𝑖
𝜃 ln 𝑥𝑖 𝑒𝛽𝑥𝑖

𝜃

𝑛

𝑖=1

+ ∑ ln 𝑥𝑖
𝜃

𝑛

𝑖=1

 

(26) 

 

Solusi dari sistem persamaan (24) 

menjadi vektor estimasi parameter �̂� =
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(�̂�, �̂�, �̂�, 𝜃) dari distribusi PGM dengan 

metode MLE. 

 

3.3.1 Hasil Pada Data Simulasi 

Pada proses simulasi, kami menetapkan 

parameter 𝛼 = 1,2, 𝛽 = 0,5, 𝜆 = 2,4, dan 

𝜃 = 1,7 untuk membangkitkan data 

berdistribusi PGM dan estimasi parameter 

dilakukan pada sampel berukuran 𝑛 = 20, 50, 

100, 300. Hasil estimasi parameter pada data 

simulasi diberikan pada Tabel 1. 

 
Tabel 1. Hasil Simulasi 

𝑛 Par Mean Bias MSE 

20 �̂� 1,35232 0,87278 2,02207 

 �̂� 1,13961 1,10769 2,90578 

 �̂� 2,64483 0,89105 1,39947 

 �̂� 1,80397 0,25853 0,12693 

50 �̂� 1,18060 0,47906 0,39564 

 �̂� 0,93160 0,83096 1,10512 

 �̂� 2,42770 0,53315 0,46604 

 �̂� 1,74364 0,15544 0,04105 

100 �̂� 1,21739 0,30567 0,16228 

 �̂� 0,69565 0,54842 0,45948 

 �̂� 2,3725 0,36596 0,20244 

 �̂� 1,6949 0,10444 0,01711 

300 �̂� 1,20162 0,18026 0,0513 

 �̂� 0,56459 0,3609 0,18478 

 �̂� 2,39987 0,22479 0,07839 

 �̂� 1,70481 0,06258 0,00607 

 

Dari Tabel 1, terlihat bahwa semakin 

besar ukuran sampel (𝑛) bias dan MSE pada 

estimasi parameter semakin kecil. Hal ini 

menunjukkan konsistensi dari estimasi 

parameter. 

 

3.3.2 Aplikasi Pada Data Riil 

Pada bagian ini, kami melakukan fitting 

distribusi PGM pada data breaking stress dari 

fiber karbon panjang 50 mm (dalam GPa) 

yang terdiri dari 𝑛 = 100 pengamatan. Data 

ini pertama kali digunakan oleh Nichols dan 

Padgett di [19]. Fitting data juga dilakukan 

dengan submodel GM dan PGo, serta dengan 

satu distribusi lain yang juga memiliki empat 

parameter, yaitu Gompertz Lomax (GoLx), 

lihat [20] Perbandingan hasil estimasi diukur 

dengan menghitung nilai AIC (Akaike 

Information Criterion), BIC (Bayesian 

Information Criterion), dan HQIC (Hannan-

Quinn Information Criterion) yang 

dirumuskan oleh 

 

𝐴𝐼𝐶 = −2ℓ(�̂�) + 2𝑘, 
𝐵𝐼𝐶 = −2ℓ(�̂�) + 𝑘 ln 𝑛 , 

𝐻𝑄𝐼𝐶 = −2ℓ(�̂�) + 2𝑘 ln(ln 𝑛), 
 

dengan 𝑛 menyatakan ukuran sampel, 𝑘 

banyak parameter model, dan ℓ(�̂�) adalah 

nilai negatif log-likelihood yang dihitung 

pada parameter hasil estimasi model. Hasil 

estimasi pada masing-masing model diberikan 

pada Tabel 3.  

 
Tabel 2. Hasil fitting distribusi pada data breaking 

stress fiber karbon 

Model Par Est AIC BIC HQIC 

PGM �̂� 0,0381 

291,983 302,404 296,200 

 �̂� 
2,1374 

×10-6  

 �̂� 
1,1934 

×10-20 

 𝜃 3,0010 

GM �̂� 0,0769 

304,25 312,066 307,413  �̂� 0,7910 

 �̂� 1 × 10-10  

PGo �̂� 0,083 

292,834 300,650 295,997  �̂� 0,007 

 𝜃 2,320 

GoLx 𝜃 0,009 

292,965 303,286 297,082 
 𝛾 5,066 

 �̂� 0,647 

 �̂� 1,985 

 

Terlihat bahwa distribusi PGM 

memberikan hasil yang relatif lebih baik 

dibandingkan submodelnya jika dilihat dari 

nilai AIC. Distribusi PGM dan PGo 

memberikan hasil yang sebanding dalam 
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fitting distribusi; nilai AIC pada distribusi 

PGM lebih baik, sedangkan nilai BIC pada 

distribusi PGo lebih baik. Perbandingan hasil 

fitting distribusi divisualisasikan pada 

Gambar 9. Terlihat bahwa grafik fungsi 

kepadatan dari PGM (kurva berwarna oranye) 

cukup baik dalam mendekati data. 

 

 
Gambar 9. Histogram data breaking stress dari fiber 

karbon dan hasil fitting keempat distribusi 

 

4. Penutup 

Pada artikel ini telah diperkenalkan 

distribusi power Gompertz-Makeham yang 

memperluas distribusi Gompertz-Makeham. 

Beberapa sifat-sifat statistika dari distribusi 

baru ini telah diperoleh dalam bentuk tertutup. 

Kelebihan distribusi ini adalah formulasi 

modelnya yang tidak terlalu rumit, tetapi 

mampu memberikan pendekatan yang lebih 

baik. Penelitian selanjutnya yang dapat 

dilakukan terkait model ini adalah 

mendapatkan sifat-sifat yang lain dari 

distribusinya dan menguji model pada data 

waktu hidup (lifetime data). 
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