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Abstract
The (m, n)-seminearring structure is a generalization of seminearring, where the binary operations of addition
and multiplication are replaced by m-ary and n-ary operations, which are not necessarily commutative. This research
aims to prove the fundamental theorem of homomorphism and congruence properties on (m, n)-seminearring related
to homomorphism. The method used in this research is to adopt congruence properties on n-semigroup, ternary
semiring, (m, n)-semiring, seminearring, ternary seminearring, and universal algebra.
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Abstrak
Struktur (m,n)-seminearring merupakan generalisasi dari seminearring, dimana operasi biner
penjumlahan dan perkalian diganti dengan operasi m-ary dan n-ary, yang keduanya belum tentu komutatif.
Tujuan dari penelitian ini adalah membuktikan teorema fundamental homomorfisma dan sifat-sifat kongruensi
pada (1, n)-seminearring yang berkaitan dengan homomorfisma. Metode yang digunakan dalam penelitian ini
adalah mengadopsi sifat-sifat kongruensi pada n-semigrup, semiring terner, (m,n)-semiring, seminearring,
seminearring terner, dan aljabar universal.

Kata kunci: kongruensi, semiring terner, seminearring, aljabar universal

1. Pendahuluan

Matematika murni, yang juga sering
disebut sebagai matematika teoritis, belum
diketahui aplikasinya yang langsung atau
segera terlihat. Meskipun demikian, penelitian
dan teori yang dihasilkan dalam matematika
murni  sering  memberikan  kontribusi
signifikan dalam berbagai bidang ilmu
pengetahuan  dan  teknologi.  Namun,
perubahan penelitian matematika murni
menjadi aplikasi praktis memerlukan waktu
yang cukup lama. Dalam beberapa kasus,
diperlukan beberapa dekade atau bahkan lebih
lama sebelum suatu teori matematika murni
memiliki pengaruh praktis yang signifikan.
Proses ini melibatkan ~ eksperimen,
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pemodelan, pengujian, dan pengembangan
teknologi yang membutuhkan waktu untuk
mengintegrasikan teori matematika murni ke
dalam konteks praktis. Penting untuk diingat
bahwa matematika murni sendiri memiliki
nilai intrinsik yang signifikan, tanpa
mempertimbangkan aplikasinya. la
berkontribusi pada pemahaman kita tentang
dunia ini dan memberikan landasan yang
kokoh bagi banyak bidang ilmu pengetahuan
dan tekno-logi yang kita manfaatkan
seharihari.

Sistem m-ary adalah generalisasi struktur
aljabar yang telah banyak diaplikasikan oleh
para peneliti sebelumnya. Sebagai contoh,
Grzymala-Busse [1] telah mengaplikasikan
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sistem m-ary dalam teori otomata. Selain itu,
beberapa sistem m-ary juga telah diterapkan
dalam teori grup kuantum [2] dan
kombinatorika [3]. Aplikasi struktur terner
dalam fisika telah dijelaskan oleh Kerner [4].
Di bidang fisika, terdapat juga aplikasi
struktur seperti aljabar m-Lie [5] dan aljabar
Filippov m-ary [6]. Selain itu, beberapa
struktur m-ary yang dihasilkan oleh
hiperkubus juga memiliki aplikasi penting
dalam teori pengkodean pemulihan kesalahan,
pendeteksian kesalahan, kriptologi, dan teori
(t,m,s)-nets [7]. Oleh karena itu, penting
untuk terus mengembangkan pemahaman
tentang sistem m-ary dan menerapkan konsep
ini dalam berbagai bidang. Dengan
melakukannya, kita dapat memanfaatkan
kekayaan pengetahuan matematika untuk
mencapai pemahaman yang lebih baik tentang
dunia yang kompleks di sekitar kita.

Selama periode waktu yang lama,
penelitian mengenai generalisasi  struktur
aljabar telah menjadi fokus utama bagi para
matematikawan. Sebagai contoh, Lister [8]
menggeneralisasi konsep ring menjadi ring
terner dengan menggantikan operasi biner
perkalian (2-ary) menjadi operasi perkalian
terner (3-ary). Crombez [9] bahkan
melakukan generalisasi ke (m, n)-ring dengan
mengubah operasi penjumlahan dan perkalian
menjadi m-ary dan n-ary. Generalisasi ini
juga dapat diterapkan pada struktur semiring,
dimana Dutta dan Kar [10] melakukan
generalisasi ke semiring terner, yang
kemudian Pop dan Pop [11] melanjutkan
generalisasi menjadi (m,n)-semiring. Selain
itu, struktur seminearring juga mengalami
generalisasi menjadi seminearring terner [12],
dan kemudian menjadi (m,n)-seminearring
[13].

Gagasan kongruensi telah memainkan
peran penting dalam studi struktur aljabar
sejak diperkenalkan oleh Karl Friedrich Gauss
pada awal abad ke-19. Kongruensi merupakan
relasi ekuivalensi yang berperan sentral dalam
membangun struktur kuosien dari beragam
struktur aljabar. Pada tahun 1997, Dixit dan

Dewan [14] menggambarkan  konsep
kongruensi pada semigrup terner dan
mengkaji beberapa sifat menarik yang

kemudian diperdalam oleh Chronowski [15].
Kar dan Maity [16] memperkenalkan konsep
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kongruensi kanselasi, kongruensi grup, dan
kongruensi Rees pada semigrup terner.
Selanjutnya, Somsup dan Leerawat [17]
menyajikan konsep kongruensi pada n-
semigrup dan  membuktikan  teorema
fundamental homomorfisma n-semigrup.
Selain itu, konsep kongruensi juga disajikan
pada struktur aljabar lain seperti semiring
[18], semiring terner [10], (m,n)-semiring
[19], seminearring [20], dan seminearring
terner [21]. Dalam artikel peneliti sebelumnya
[13], telah dikenalkan konsep kongruensi
pada (m,n)-seminearring dan membentuk
struktur (m, n)-seminearring kuosien.
Namun, sejauh pengetahuan terbaik
peneliti, belum ada penelitian yang
mengeksplorasi sifat-sifat kongruensi pada
(m,n)-seminearring yang berhubungan
dengan homomorfisma. Oleh karena itu,
tujuan dari penelitian ini adalah membuktikan
teorema fundamental homomorfisma dan

sifat-sifat ~ kongruensi  pada  (m,n)-
seminearring yang berkaitan  dengan
homomorfisma. Dengan demikian,

diharapkan penelitian ini dapat memberikan
kontribusi  yang signifikan dan dapat
diaplikasikan dalam berbagai bidang.

2. Metode

Langkah-langkah sistematis telah diambil

dalam proses pengerjaan artikel ini, yaitu:

1) Melakukan tinjauan literatur secara
ekstensif untuk mengkaji kontribusi-
kontribusi sebelumnya dan
mengidentifikasi kesenjangan
penelitian yang ada.

2) Mempelajari kongruensi dan kuosien
dari berbagai struktur aljabar, seperti
semiring [18], n-semigrup [17],
semiring terner [10], (m,n)-semiring
[19], seminearring [20] [22],
seminearring terner [21], (m,n)-
seminearring [13], dan aljabar universal
[23] [24].

3) Mempelajari secara mendalam sifat-
sifat kongruensi pada n-semigrup yang
berkaitan dengan homomorfisma [17].

4) Melakukan proses generalisasi dari n-
semigrup ke (m, n)-seminearring untuk
sifat-sifat kongruensi pada (m,n)-
seminearring yang berkaitan dengan
homomorfisma.
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3. Tinjauan Pustaka

Misalkan R adalah himpunan tak kosong
dan f: R™ — R adalah suatu fungsi (disebut
operasi m-ary). Himpunan tak kosong R
bersama dengan operasi m-ary f disebut m-
grupoid, dinotasikan (R, f). Umumnya dalam
teori m-grup, digunakan notasi singkat:

barisan a;, ..., a; dinotasikan al; untuk j < i,
a] adalah simbol kosong; dan g,..,a
k
dinotasikan a*. Untuk semua 1 < i <j < m,
ekspresi
f(al, Az, oy Ajy iy, oo, bj, Cjt1s ...,cm)
disingkat menjadi f(al,b/,,, c/ty). Untuk
kasus b; 4, = --- = b; = b, ekspresinya ditulis
sebagai f(al, b/, cft,). Operasi m-ary f
bersifat (i, j)-asosiatif jika untuk setiap a2™~1
€ R berlaku
Flai™ Fa), it
) (G L Crats Whia B €Y
untuk suatu 1 <i <j < m. Jika kondisi (1)
berlaku untuk setiap 1 <i <j <m, maka
operasi m-ary f bersifat asosiatif. Suatu m-
grupoid (R, f) disebut m-semigrup jika f
bersifat asosiatif [25]. Operasi m-ary bersifat
komutatif jika untuk setiap ai* € R berlaku
f(alr az, ..., am)
= f(ayay @@y~ yemy)) )
untuk setiap permutasi n oleh {1,2,...,m}.
Suatu m-semigrup (R, f) disebut m-semigrup
komutatif jika f bersifat komutatif.
Selanjutnya, m-semigrup (R, f) disebut m-
grup jikauntuk setiap 1 < i < mdanaf* € R,
persamaan
flai ™ xaft) = @ (3)
mempunyai penyelesaian di R [26]. Misalkan
f:R™ — R adalah operasi m-ary dan g: R™* —
R adalah operasi n-ary. Operasi n-ary g
bersifat i-distributif terhadap f jika untuk
setiap al, bi=1, b, € R berlaku
g(bi™, (@™, blY,
= f(g(bi_l' alJbln+1)' R
g(bi™, am, bin+1))' (4)
Jika g bersifat 1-distributif (n-distributif)
terhadap f, maka g disebut distributif Kiri
(distributif kanan) terhadap f. Selanjutnya,
jika g bersifat i-distributif terhadap f untuk
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setiap 1 < i <n, maka g disebut distributif
terhadap f [13].

Artikel peneliti sebelumnya [13] telah
memperkenalkan konsep (m,n)-
seminearring yang merupakan generalisasi
dari (m, n)-semiring [11].

Definisi 3.1 [13] Misalkan R adalah
himpunan tak kosong bersama operasi m-ary
f:R™ —= R (sebut penjumlahan) dan operasi
n-ary g:R™ — R (sebut perkalian). Tripel
(R, f,g) disebut i-(m,n)-seminearring jika
memenuhi kondisi:

1) (R, f) adalah m-semigrup,

2) (R, g) adalah n-semigrup, dan.

3) g bersifat i-distributif terhadap f.

Jika (R, f,g) adalah 1-(m,n)-seminearring
(n-(m,n)-seminearring), maka (R,f,g)
disebut (m, n)-seminearring kanan ((R, f, g)-
seminearring Kiri). Selanjutnya, seluruh
istilah (m,n)-seminearring yang disebutkan
dalam artikel ini merujuk pada (m,n)-
seminearring  Kkiri.  Artikel ini  hanya
membahas (m,n)-seminearring Kiri, sebab
kasus i-(m, n)-seminearring untuk i lainnya
analog.

Tripel (R, f,g) adalah (m,n)-semiring
jika (R,f,g) adalah i-(m,n)-seminearring
untuk setiap 1 <i <n [19]. Suatu (m,n)-
semiring (R, f,g) adalah (m,n)-ring jika
(R,f) adalah m-grup dan f bersifat
komutatif. Kasus spesifik, untuk m = n = 2,
(2,2)-seminearring (resp. (2,2)-semiring,
(2,2)-ring) disebut seminearring [27] (resp.
semiring, ring). Untuk m =2 dan n = 3,
(2,3)-seminearring  (resp. (2,3)-semiring,
(2,3)-ring) disebut seminearring terner [12]
(resp. semiring terner [10], ring terner [8]).

Contoh 3.2 Himpunan Z~ adalah himpunan
semua bilangan bulat negatif. Diberikan

operasi m-ary
m

COE ©
i=1
dan operasi n-ary

g(b7) = 1_[ b, (6)
j=1

Tripel (Z~, f, g) adalah (m,n)-seminearring
jika n adalah bilangan ganijil, tetapi (Z~, f, g)
bukan (m,n)-seminearring jika n adalah
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bilangan genap karena g(b) ¢ Z~ untuk
setiap bt € Z~.

Contoh 3.3 [12] (m, n)-seminearring belum
tentu (m, n)-semiring. Himpunan R adalah
himpunan semua bilangan real. Tripel
(R%, £, 9) adalah  (2,3)-seminearring
terhadap operasi 2-ary
f((x1:3’1)» (XZ:YZ))
= (X1 + X2, Y1 + ¥2) ()
dan operasi 3-ary
g((x1:3’1); (x2,¥2), (x3, 3’3))

= (1% X3, Y1X2X3 + YoX3 +y3)  (8)
tetapi bukan (2,3)-semiring karena g tidak
bersifat distributif kanan terhadap f.

Definisi 3.4 [13] Misalkan (R, f,g) adalah
(m, n)-seminearring. Tripel (S, f,g) adalah
(m, n)-subseminearring dari (R, f,g) jika
@+S<R dan (S, f,g) adalah (m,n)-
seminearring.

Teorema 3.5 [13] Misalkan (R, f, g) adalah
(m,n)-seminearring dan @ # S € R. Tripel
(S, f,g) adalah (m,n)-subseminearring jika
dan hanya jika untuk setiap af*,b}' €S
berlaku

1) f(a") €S;

2) g(by) €5.

Definisi 3.6 [13] Misalkan (R, f1,9,) dan
(R, f5, g2) adalah dua (m,n)-seminearring.
Fungsi ¥:R; — R, disebut homomorfisma
dari (Ry, f1, 91) ke (Ry, f2, g2) jika

1) ¥(fila™) = f(¥(ay), .., P(an))

2) ¥(g:(D)) = g2(¥(b), ..., Y (b))
untuk setiap af*, b* € R,. Homomorfisma :
R; — R, disebut isomorfisma jika i bersifat
bijektif. Dalam hal ini, R; dikatakan isomorfik
ke R, dan dinotasikan R; = R,.

Misalkan R adalah himpunan tak kosong.
Himpunan bagian p dari R? disebut relasi
pada R. Jika (a,b) € p, kita katakan a
berelasi dengan b, dan ditulis apb. Relasi

diagonal pada R, dinotasikan Ag,
didefinisikan him-punan.
Ar = {(a,a) € R?|a € R}. 9)

Relasi p pada R disebut relasi ekuivalen jika
untuk setiap a,b,c € R memenuhi kondisi:
refleksif, apa; simetris, jika apb maka bpa;
dan transitif, jika apb dan bpc maka apc.
Himpunan semua relasi ekuivalen pada R,
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dinotasikan sebagai Eq(R). Kelas ekuivalen
pada R yang bersesuaian dengan b, dituliskan
sebagai p(b),

p(b) :={a € R|apb}. (10)
Koleksi dari kelas ekuivalen pada R oleh p,
dinotasikan R /p,

R/p ={p(a)la € R}. (11)

Teorema 3.7 [28] Misalkan R adalah
himpunan tak kosong, p € Eq(R), dan a,b €
R.
Akibatnya berlaku
1) a€pla);
2) jikaa € p(b), maka p(a) = p(b);
3) p(a) = p(b) jika dan hanya jika apb;
4) Salah satu p(a) = p(b) atau p(a) N
p(b) = Q.

Teorema 3.8 [28] Jika R # @ dan p € Eq(R)
maka R /p membentuk partisi dari R.

Artikel peneliti sebelumnya [13] telah
memperkenalkan konsep relasi kongruensi
pada (m,n)-seminearring dan membentuk
struktur (m, n)-seminearring kuosien
menggunakan kongruensi.

Definisi 3.9 [13] Misalkan (R, f,g) adalah
(m, n)-seminearring. Relasi ekuivalen p pada
R disebut relasi kongruensi atau kongruensi
jika untuk setiap ai*, b{*, ct, d € R dengan
a;pb; dan c;pd; untuk setiap i,j € {1,2, ...,n}
berakibat

1) f(a)pf (b™);

2) g(cHpgldd).

Himpunan semua relasi kongruensi pada R
akan dituliskan sebagai Con(R).

Teorema 3.10 [13] Jika (R, f, g) adalah suatu
(m, n)-seminearring dan p € Con(R), maka
dapat dikonstruksi (m, n)-seminearring (R/p
, fo» 9o) terhadap operasi m-ary

fo(p(ay), .., p(an)) = p(f(@) (12)
dan operasi n-ary

9o(p(by), .., p(by)) = p(g(bD)). (13)
Struktur  (R/p, fo,go) disebut  (m,n)-

seminearring kuosien.

4. Pembahasan

Pada bagian ini, disajikan beberapa sifat-
sifat kongruensi pada (m,n)-seminearring
yang berkaitan dengan homomorfisma.
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Teorema 4.1 Misalkan (R4, f1,g1) dan (R,
f2,g2) adalah dua (m,n)-seminearring dan
Y: R; = R, adalah homomorfisma.

1) Kernel dari 1y, dinotasikan Kkeri,
didefinisikan
kery =

{(a,b) € R}|Y(a) =y (b)} (14)
adalah kongruensi pada R;.

2) Jika p € Con(R;) maka suatu relasi
pada R,, dinotasikan sebagai ¥ (p),
didefinisikan
¥(p)

= {(¥(a), (b)) € R3|apb} (15)
adalah kongruensi pada R,.

3) Jika o € Con(R,) maka suatu relasi
pada R;, dinotasikan 1, didefinisikan
(o)

= {(a,b) € R|[(a)oyp(b)} (16)

adalah kongruensi pada R;.

Bukti: 1) Jelas kery € Eq(R,). Diberikan
sebarang al*,bit, ct,d! € Ry dengan
a; kery b; dan cjkeri d; untuk setiap 1 <
i <m dan 1 <j <n. Akibatnya, ¥(a;) =
Y(b) dan P(c;) = ¢(d;). Karena ¢ adalah
homomorfisma,  maka  ¥(fy(al)) =
(M) dan P(g:(cP) = ¥(g1(dP)).
Oleh karena itu, diperoleh

fila) kery f,(b7") dan g;(c]) kery
g1(d]). Jadi, ker p € Con(R,).

2) Jelas bahwa  P(p) € Eq(Ry).
Asumsikan a;1(p)b; dan leZ(p)dj untuk
setigp 1 <i<m dan 1<j<n, artinya
terdapat w;,x;, y;,z €R  sedemikian
sehingga ¥(w;) = a;, Y(x;) = by, Y(y;) =
¢j, dan ¥(z) = d;. Karena p € Con(R,),

fiwMpfi(x") dan g,(y1)pgi(z1). Oleh
karena itu, diperoleh

Y(HWM)PEY(f (M) dan ¥(g,vD)
W(p)(g1(z!). Hal ini mengakibatkan
Hwy), ... v(wy))
() (W), ..., (W) (17)

dan
G RRTICS)
P92 (Y(z0), - Y (zm).  (18)
Dengan demikian, f,(aT )y (p)f,(b") dan
92(cMP(p) g,(dM). Jadi, P(p) € Con(R,).

https://journal.unugiri.ac.id/index.php/JaMES

3) Cukup jelas (o) € Eq(Ry).
Asumsikan a;1(c)b; dan Cj(l/;(O')dj untuk
setiap 1 <i <m dan 1 <j < n. Akibatnya,
Y(a)o P(b;) dan P(c;)oy(d;). Karena o
adalah kongruensi pada R,,

f2 (lp(al): ey lp(am))

ofo(Y(by), ..., (b)) (19)
dan
92(¥(cy), ., (cy))
0g,(¥(dy), ..., p(dy)) (20)

Oleh karena itu, ¥(f;(af)ow(f, (b)) dan
¥(g1(c)o(g.(d])). Dengan demikian,
(@) (o) fi(b1") dan g1 (cP)Pp(0) g1 (dD).
Jadi, terbukti bahwa ¢ (o) € Con(R,). O

Teorema 4.2 Misalkan (R4, f1,91) dan (R,
f2,9,) adalah dua (m,n)-seminearring dan
fungsi ¥:R; —» R, adalah homomorfisma.
Homomorfisma y: R; — R, bersifat injektif
jika dan hanya jika keryp = Ag, .

Bukti: (=) Diambil sebarang (a, b) € ker,
artinya y(a) = y¥(b). Karena y bersifat in-
jektif, a = b. Dengan demikian, (a,b) € Ag, .
(=) Diambil sebarang (a,b) € Ag,.
Akibatnya, a = b. Oleh karena itu, y(a) =
Y(b). Jadi, terbukti bahwa (a,b) € ker.
m|

Teorema 4.3 Jika (R, f,g) adalah (m,n)-
seminearring dan p € Con(R) maka terdapat
homomorfisma dari (R, f, g) ke (R/p, fo, 90)

Bukti: Misalkan ¢: R — R/p dengan definisi
@ (x) = p(x). Diberikan sebarang x*, y* €
R,
o(f(xM)
= p(f(xM)
= fO(p(xl); :p(xm))

= folo(x1), ..., p(xm)) (21)
dan
e(g(yM)
=p(gyDM)
= go(p»1), e, ()
= 90(@1), -, 0 (7). (22)

Jadi, ¢ adalah homomorfisma, ¢ disebut
homomorfisma natural. O

Akibat 4.4 Setiap kongruensi adalah kernel
dari homomorfisma (m, n)-seminearring.
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Bukti: Misalkan (R, f,g) adalah (m,n)-
seminearring. Diambil sebarang kongruensi p
pada R. Fungsi ¢:R - R/p adalah
homomorfisma (Teorema 4.3) dan ker ¢ = p.
m|

Teorema 4.5 Jika (R4, f1,g1) dan (R, f5, g2)
adalah dua (m, n)-seminearring dan y: R, —
R, adalah homomorfisma maka terdapat
dengan tunggal homomorfisma injektif ':
R;/kery —» R, sedemikian sehingga ¢ =
Y’ o ¢, dimana ¢ adalah homomorfisma natu-
ral.

Bukti: Misalkan p = ker ¥ dan didefinisikan
fungsi ¢’: R;/p > R, dengan ¢'(p(x)) =
Y(x). Misalkan x,y € Ry, p(x) = p(y) ©
xpy © P =9@) e P(pK) =
' (p(y)). Oleh karena itu, ¥’ bersifat
welldefined dan injektif. Selanjutnya, diambil
sebarang p(a,), ..., p(a,,) € R/p,

¥ (folp(ar), -, plam)))
=y’ (p(fi(@™))

= ¥(fi(a™)
= fZ(lp(al)l ilp(am))

= (¥'(p@D), ¥ (plam))).  (23)
Dengan cara yang serupa dapat dibuktikan
bahwa ' mengawetkan operasi perkalian.
Terakhir, misal fungsi ¥": R, /p — R, adalah
homomorfisma yang memenuhi i = " o ¢.
Diambil sebarang p(t) € R,/p. Perhatikan
bahwa, ¥"(p(0) = Y(&) = ¥'(p () =
V'(p(1)). Jadi, terbukti bahwa yp" = ¢'. O

Teorema 4.6 (Teorema Fundamental
Homomorfisma (m,n)-seminearring) Jika
tripel (Ry, f1,91) dan (R,, f», g,) adalah dua
(m, n)-seminearring dan ¥: R; = R, adalah
homomorfisma maka R, /ker ¢y = ¢ (R,).

Bukti: Tripel (¥(R,), f2,9,) adalah (m,n)-
subseminearring dari (Ry, f2, g2) [13]. Fungsi
Y:R; » yY(R,) adalah  homomorfisma
surjektif. Berdasarkan Teorema 4.5, terdapat
dengan tunggal homomorfisma injektif
Y':R,/kery — Y(R,). Diberikan sebarang
y € Y(R,). Akibatnya, y = ¢ (x) untuk suatu
x €ER,. Oleh Kkarena itu, y=19y(x) =
¥’ (ker ¥ (x)). Jadi, terbukti bahwa R, /ker

=y(R,). O
26

Teorema 4.7 Jika (R, f,g) adalah (m,n)-
seminearring dan p,o € Con(R) sedemikian
sehingga o € p maka
p/o
={(o(x),0(»)) € (R/0)?|xpy}
€ Con(R/0o)
dan (R/0)/(p/0) = R/p.

Bukti: Karena p,o € Con(R), (R/0, fo, 90)
dan (R/p,fo,9,) adalah dua (m,n)-
seminearring kuosien (Teorema 3.10). Cukup
jelas p/o € Eq(R/o). Diberikan sebarang
o(a;), a(by), a(cj), a(dj) € R/o dengan
o(a) p/oa(b;) dan o(c;) p/oa(d;) untuk
setiap 1<i<m dan 1<j<n. Hal ini
mengakibatkan a;pb; dan c;pd;. Karena p €
Con(R), f(a")pf (") dan g(ct) pg(dy).
Oleh karena itu, o(f(a))p/oa(f(bM)

(24)

dan  a(g(cM))p/oa(g(dy)). Dengan
demikian,
folo(ay), ..., a(a))
p/0 fo(a(by), ..., a (b)) (25)
dan
gO(O-(Cl)l s O-(Cn))
p/0 go(0(dy), ..., a(dy)). (26)

Jadi, p/o adalah kongruensi pada R /a.

Diberikan fungsi w: R/o — R/p dengan
definisi w(o(x)) = @(x), dimana @:R -
R/p adalah homomorfisma natural. Diambil
sebarang a(x),o(y) € R/o dengan o(x) =
o(y). Hal ini mengakibatkan (x,y) € o < p.
Oleh karena itu, p(x) = p(y) dan diperoleh
w(a(x)) = w(a(y)). Diambil sebarang p(a)
€ R/p. Perhatikan bahwa, p(a) = ¢(a) =
w(a(a)). Dengan demikian, w bersifat
welldefined dan surjektif. Diberikan sebarang
o(a),..,o(a,) €ER/0,

W (fo(o*(al), . a(am)))

= w(a(f (@)

= o(f(@M)

= fo(p(ay), .., p(ay))

= fo (w(a(al)), ...,a)(a(am))). (27)
Dengan cara yang serupa dapat dibuktikan
bahwa w mengawetkan operasi perkalian.

Akan ditunjukkan kerw = p/o.
Perhatikan bahwa,
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ker w

={(c(x),0(»)|w(c(x)) =

w(o()}

={(e(x),e)]e(x) = 9}

= {(e(x),a)|p(x) = p(}

={(a(x),c()|xpy}

=p/o. (28)
Karena w:R/o - R/p adalah

homomorfisma surjektif dan kerw = p/o,
berdasarkan Teorema 4.6, diperoleh bahwa

(R/a)/(p/o) = w(R/a) =R/p.
O

Akibat 4.8 Jika (R,f,g) adalah (m,n)-
seminearring dan p; € Con(R) dengan p; S
p2 € - S ps maka untuk setiap 1 < i <j <
S,

pi/pi ={(p:(), pM)|xpjy}  (29)
adalah kongruensi pada R/ p;.

Definisi 4.9 Misalkan R adalah (m,n)-
seminearring, S <SR, dan p € Con(R).
Didefinisikan himpunan, dinotasikan S”,

adalah
SP = U p(a)

aes
Didefinisikan relasi restriksi p untuk S,

dinotasikan dengan p|s, adalah
pls =pnS? (31)

Lema 4.10 Jika (R,f,g) adalah (m,n)-

(30)

seminearring, (S,f,g) adalah (m,n)-

subsemine

arring dari (R, f, g), dan p € Con(R) maka
1) (S, f,9) adalah (m,n)-

subseminearring dari (R, f, g);
2) pls € Con(S);
3) plse € Con(SP).

Bukti: 1) Diketahui S # @, sehingga terdapat
a € S. Karena p € Eq(R), maka a € p(a).
Oleh karena itu, SP # @. Diambil sebarang
ai", bl € SP. Akibatnya, a; € p(x;) dan b; €
p(y;) untuk suatu x;,y; € S (1 <i<m,1<
j <n). Oleh karena itu, a;px; dan b;py;.
Karena (S,f,g) adalah  (m,n)-
subseminearring, fG&M™), gy €S.
Selanjutnya, karena p € Con(R), diperoleh
faMpf (i) dan g(b1)pg(y1). Dengan
demikian, f(a) € p(f(x™)) dan g(b}) €
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p(g(y}). Dari sini dapat disimpulkan
f(a"), g(bt) € S°.

2) Jelas p|s € Eq(S). Diambil sebarang
at*, b, cit,d} € S dengan sifat a;p|sb; dan
ciplsdj untuk setiap 1 <i<mdan1<j <
n. Akibatnya, diperoleh a;pb;, dan c;pd;.
Karena (S, f, g) adalah (m, n)-subseminear-
ring, (f(af™, f(bM), (g(cP), g(dD)) € 5%
Karena p € Con(R), maka f(a™)pf(bT")
dan g(c)pg(d®). Dengan demikian, f(al*)
plsf(b") dan g(ci)plsg(dy). Jadi, pls €
Con(S).

3) Karena (S?, f, g) adalah suatu (m,n)-
subseminearring dan p € Con(R), menurut
poin 2) diperoleh p|sr € Con(S”). |

Teorema 4.11 Jika (R, f, g) adalah (m,n)-
seminearring, tripel (S, f, g) adalah (m,n)-
subseminearring dari (R, f, g), dan p adalah
kongruensi pada R maka

S/pls = 5P /plse (32)

Bukti: Karena relasi p|s € Con(S) dan p|gr €
Con(S?) (Lema 4.10), berdasarkan Teorema
3.10, dapat dikonstruksi (m, n)-seminearring
(S/pls, fo,go)  dan  (SP/plse, fo,90)-
Diberikan fungsi a: S/pls — SP/plse dengan
definisi  a(pls(x)) = plso(x). Diambil
sebarang  pls(x),pls(y) € S/pls dengan
pls(x) = pls(y). Ini berarti bahwa xp|sy dan
diperoleh xpy. Karena x,y € S, x € p(x),
dan y € p(x) maka (x,y) € (5§P)?. Dengan
demikian, xp|sey. Dari sini  dapat
disimpulkan  plsp(x) = plse(y). Jadi, a
bersifat well-defined.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa a
bersifat bijektif. Asumsikan p|(x), pls(v) €
S/pls dengan sifat a(pls(x)) = a(pls(»)).
Akibatnya, plsp(x) = plse(y). Oleh karena
itu, xp|sey. Dengan demikian, diperoleh xpy.
Karena (x,y) € p dan (x,y) € S?, maka
(x,y) € plgs. Dengan kata lain, p|s(x) =
pls(y). Jadi, a Dbersifat injektif. Diambil
sebarang p|se(a) € SP/p|sp. Karena a € S°,
maka a € p(t) untuk suatu t € S. Ini berarti,
p(a) = p(t) € S/p, yang berakibat p|so(t)
= plsr(a). Karena t € S, haruslah p|s(t) €
S/pls. Akibatnya, terdapat p|s(t) € S/pls
sedemikian hingga a(pls(t)) = plse(t) =
plse(a). Jadi, a bersifat surjektif. Dari sini
terbukti  bersifat bijektif.
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Diambil sebarang pls(ay), ..., pls(ay,) €

S/pls,
a(folpls(@), -, pls(an)))

= a(pls(f(a))
= plsr (f(a{”))
= plsr (f(aT))
= fo(plse(ay), ..., plse(am))
= fo'(a(p|5(a1)), e
a(pls(an))) (33)
Dengan cara yang sama, mudah dibuktikan

bahwa « mengawetkan operasi perkalian.
Jadi, terbukti bahwa S/pl|s = SP/p|se. O

Teorema 4.12 Misalkan (R, f19,) dan (R,
f2, g2) adalah dua (m,n)-seminearring. Jika
Y:R, » R, adalah homomorfisma, o €

Con(R,), dan (o) = {(x,y) € R} [Y(x)o
Y(y)} maka fungsi Y/o:R,;/Y(c) » R, /0
adalah homomorfisma injektif.

Bukti: Karenarelasi o € Con(R,) dan {/5(0) €
Con(R,), maka dapat dikonstruksi (m,n)-
seminearring kuosien (R,/o,fy,9,) dan

(R./¥(0), fo,go). Diberikan suatu fungsi
W/o : Ry /P (o) — R,/o dengan definisi
/o (D@)6) =o(pt))  (34)
untuk setiap Do) (x) € }3_1/1/7(0)(_. Misalkan
P (@) (), () (y) € Ry /p(a), P(o)(x) =
V) e xpla)y © Yyayp(y) <
c(¥() = o(»(»)) = P/o (P))) =
Y/o (1/7(0)(3/)). Hal ini membuktikan bahwa
Y /o bersifat WeII-defiEed dan ianktif.
Diambil sebarang (o) (x,), Y (0)(x3), ...,
%(0)(xm) € R1/1(0),
0/0 (o (P@ G, B o))
=9/0 (P (HGM))
= o (Y(AGEM))
= o (LP0), . Y em))
=fo (a(t/)(xl)), ...,a(lp(xm)))
= f3 (w/o (P @), -,
A CIGIES))! (3)
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Bukti serupa, bahwa /o mengawetkan
operasi perkalian.

O
Definisi 4.13 Diberikan s (m,n)-
seminearring (R, f1,91), - (Rs, f5, gs)-

Hasil kali s (m, n)-seminearring, dinotasikan
sebagai [];-; R;, adalah
S

[[ri=t@maery @9
i=1

Jika diberikan s (m,n)-
(R, f5, 95) dan

Teorema 4.14
seminearring (Ry, f1,91), ---»

A=1TIl;.;R;, maka (4,14 g% juga
merupakan (m,n)-seminearring terhadap
operasi m-ary

fA(@5)), (@53), ..., (aim)

= (fi(ad] ),fz(a o f(@3)  (37)

dan operasi n-ary
g4(biD, 5D, ..., (7))
= (91011, g2 (03D, ., g5 (b)) (38)

Bukti: Diberikan sebarang s-tupel a; € A
(1<j<2m-1) dan 1<k<t<m.
Katakan a; = (aj}) untuk suatu a;; €

Ri(1<i<ys), dldapat
fA(CZ{( 1 ]cA(am+k 1) akal

= (@D, @), ., ($573),
74 ((at .(aié’iii%)» (@)
(axme8). (asmetem), .. (a3n)
= 7#((@th, @D, .. (a0,
(f1( 1(m+k— 1)) fz( 2(m+k— 1))’
ﬁg( s(mtk— 1)))(ai§$ﬂg)
(aimm) (a2)
1(k-1) 1(m+k-1)
({12(75111) fl(z(k 1 )
1 (m+k) ) fz( ’

% 2(m+k 1)% ;Erznnik;))
s(k—1) s(m+k— 1))
aséf:;k?))
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f 1(t-1) f 1(m+t-1) ’
‘(11%2(7;-11:1)11)) sz(Z(t 1) )
m )
fz( 2(m+t— 1)) a;gzri;;))
A5 0m v

fs( s(t 1) fs( s(m+t— 1)),
azéf;.’:;”))

= 74 ((aD), @i, ., (a3,
(f1( 1(m+t— 1)) fz( 2(m+t- 1)),

(m+t-1) (m+t)
fe( o ))' (ai(mit))'
(m+t+1) (2m-1)

(ai(z+t+1))’ (ai@lﬁ_n))
= fAai ™A@, et D). (39)
Dengan demikian f4 bersifat (k, t)-asosiatif.
Jadi, terbukti (4, f4) adalah m-semigrup.
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan
(4, g*) adalah n-semigrup.

Diberikan sebarang af", n-1 e A. Kata
takan a; = (a3}) dan B, = (b7f) untuk suatu
aleRl (1S]S7n,1§l£5) dan bpkE
R, (1 <k <n,1<p <s),diperoleh

g* (B fA(aiM)

g* (D, 6, ... (15073),
(@D, @), -, (a5m))

= g* (b, (bf%) (f%ﬁ D)
(fl(alm) JACHONMACE D))

= (92 (b1 i@l g2 (0577,
JACE0) SN (N ACT0))
(f1 (91( pln-1 6111) gl(bl(n n
agz), ... ,gl(bl(’1 2 alm))

£ (gz( p2(-1 a21) gz(bz(" n
azz), ... ,gz(bz(n v aZm)) o

£ (9 (520, ), g (62,
asz), .. ,gs(bs(n 2 asm)>>

=f4 ((91(1911(71_1)’ a11) 91(b1(n 1),
aiz), .. :91(b1(n g alm));
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(gz(bz(n Y a21) gz(bZ(n g azz);

. ;gS(bS(n 1) asm)))
A CA(CORGAR ()]

aiD), g4 (i), B33, .., (5078,

(@52), -, g*((b5D), (bfﬁ),
(n-1)

( 1 i)) (aim )
= fA(gA(ﬂl ,061), gA(ﬁ{l—l' aZ)r

s GABTT ). (40)
Dengan demikian, g# bersifat distributif Kiri

terhadap f4. Jadi, terbukti (4, f4, g#) adalah
(m, n)-seminearring. O

Teorema 4.15 Jika diberikan s (m,n)-

seminearring (R4, f1,91), -, (Rs, fs, g5) dan

A =1T[;-; R;, maka

1) m;: A - R; dengan definisi m;(x) = x;
adalah homomorfisma surjektif;

2) Ni— kerm; = Ay.

Bukti: 1) Sudah jelas. 2) Diberikan sebarang
(), ) € Ni_  kerm;, yang berarti
bahwa ((x), (¥5)) € ker m; untuk setiap 1 <
i <s. Oleh karena itu, diperoleh m;(x7) =
m;(y3). Dengan kata lain, x; = y; untuk setiap
1 <i < s. Dengan demikian, ((x$), (¥§)) =
(), ) € Ay.  Sebaliknya,  diambil
sebarang ((a$), (b)) € A4. Akibatnya, a; =
b; untuk setiap 1 <i <s. Oleh karena itu,
m;(aj) = m;(b7). Dengan demikian,
diperoleh ((a3), (b)) € kerm; untuk setiap
1<i<s. Jadi, ((a{), (bf)) € Nj-, kerm;.
|

Teorema 4.16 Jika (R, f, g) adalah (m,n)-
seminearring dan p; € Con(R), maka
terdapat homomorfisma injektif  dari

R/nz 1Pi ke Hf:lR/pi-

Bukti: Karena p; € Con(R), maka dapat di-
bentuk s (m, n)-seminearring kuosien (R/p; ,

fi, 9. Misalkan A=T[}-1R/p;,
berdasarkan Teorema 4.14, (4, f4, g*) adalah
(m, n)-seminearring bersama operasi

componentwise. Diberikan fungsi y:R = A

dengan definisi ¥ (x) = (p;(x), ..., ps(x)).
Diambil sebarang x,y € R dengan x =y.
Akibatnya, xp;y untuk setiap 1<i <s,
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sehingga diperoleh p;(x) = p;(y). Oleh

karena itu, (p1(x), e, ps(x)) =
(o1, ., ps(¥)).  Jadi, ¢  bersifat
welldefined.

Akan  ditunjukkan  kery = Ni_; p;.

Diambil sebarang (x,y) € ker . Akibatnya,
Y(x) =1y(y). Oleh karena itu,
(010, ps (@) = (p1(3), s ps (). Ini
berarti (x,y) € p; untuk setiap 1 <i<s.
Jadi, (x,y) € Ni—;p;- Diambil sebarang
(a,b) € N_1p;, yang berarti (a,b) € p;
untuk setiap 1 <i<s. Oleh karena itu,
p;(a) = p;(b) untuk setiap 1<i<s.
Dengan demikian, (p;(a),..,ps(a@)) =
(p1(), ..., ps(b)). Dengan kata lain, y(a) =
Y(b). Jadi, (a, b) € ker.

Selanjutnya, akan  ditunjukkan
mengawetkan operasi penjumlahan. Diambil
sebarang x{* € R,

Y(F(&M)
= (P (F ) s (F )
= (f{(p1(x1), e, ps (),
f3(p2(x1), s p20i)), e,

£ (ps@a), e ps ()
P  (CHENRREH))
(pl(xz), ...,ps(xz)), .
(p1.Gem), - ps Cem)))
= fAW (D, -, (). (41)

Dengan cara yang sama bisa dibuktikan
bahwa 1 mengawetkan operasi perkalian.
Berdasarkan ~ Teorema 4.5,  terdapat
homomorfisma injektif dari R/N{_;p; ke

i=1R/p:. o

5. Penutup

Berdasarkan pembahasan di atas dapat
disimpulkan beberapa sifat-sifat kongruensi
pada (m,n)-seminearring yang berkaitan
dengan homomorfisma. Pertama, jika
diberikan sebarang dua (m,n)-seminearring
(Ru,fi ,91) dan  (Ryf2,92), (mmn)-
subseminearring (S, f1,91) dari (Rq, f1,91),
kongruensi p dan 6 pada R; sedemikian
sehingga 8 < p, dan kongruensi o pada R,
maka homomorfisma ¥:R; - R, akan

menghasilkan keriy dan 1/7(0) sebagai
kongruensi pada R,, serta ¥(p) sebagai
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kongruensi pada R,. Selain itu, p/6 sebagai
kongruensi pada R, /6, dan relasi restriksi p| ¢
dan p|se berturut-turut adalah kongruensi
pada S dan S”. Selanjutnya, homomorfisma iy
bersifat injektif jika dan hanya jika kery =
Ag, . Setiap kongruensi merupakan kernel dari
suatu homomorfisma. Terdapat
homomorfisma  injektif  tunggal y’":
R,/kery —» R, sedemikian sehingga ¢ =
' o ¢ dan juga terdapat suatu homomorfisma
injektif dari R;/Ni=, p; ke [I=; R1/p; untuk
setiap s kongruensi p; pada R;. Kemudian,
ditemukan beberapa hasil mengenai dua
struktur yang saling isomorfik, R;/keriy
isomorfik ke Y(Ry), (R/6)/(p/06)
isomorfik ke R,/p, dan S/p|s isomorfik ke
SP/p|se. Sifat-sifat ini telah dibuktikan
secara rinci dan mendalam, sehingga memiliki
dasar yang kuat sebagai rujukan dalam
mengembangkan ilmu pengetahuan dan
teknologi seperti teori otomata [1], teori grup
kuantum [2], kombinatorika [3], fisika [4] [5]
[6], teori pengkodean pemulihan kesalahan,
pendeteksian kesalahan, kriptologi, dan teori
(t,m, s)-nets [7].

Untuk penelitian lebih lanjut, masih
terbuka peluang untuk memperkenalkan
konsep (m,n)-hyperseminearring dan relasi
kongruensi pada (m,n)-hyperseminearring,
serta mengkarakterisasi kongruensi pada
(m, n)-hyperseminearring yang berkaitan
dengan homomorfisma. Sebagai terminologi
dasar, dapat merujuk pada referensi [29] dan
[30].
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