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Abstract

Let G be a graph consisting of a set of vertices V(G), a set of edges E(G), and a set of regions F(G), with
V(G)| =m,|E(G)| = p,and |F(G)| = q. Abijective function f: V(G) U E(G) U F(G) = {1,2,3,....m +
p + q} is called a super antimagic total local coloring if there exist two neighboring regions f; and f; such that
w(f) # w(fj), wherew(f) = X g(v) + X g(e) + 2 g(f). The super antimagic total local coloring induces a
coloring of the regions of G where each region f is assigned the color w(f). The chromatic number of the super
antimagic total local coloring, denoted as ¥;sq¢f(g)» 18 the minimum number of colors required to color the regions of
the graph obtained from the labeling of vertices, edges, and regions of graph G. The graphs studied in super antimagic
total local coloring are ladder graph L,, and three circular ladder graph TCL,,,. The aim of this research is to determine
the chromatic number of super antimagic total local coloring, ¥;sq¢f ), for the graphs under investigation. The results
of this research indicate that the chromatic numbers for ladder graph L, and three circular ladder graph TCL,, are

Xlsatf (Ln) = 27 Xlsatf (TCLn) = 3.
Keywords : chromatic number, local super antimagic total face coloring, ladder, three circular ladder.

Abstrak

Misalkan G merupakan sebuah graf yang terdiri dari himpunan titik V' (G), himpunan sisi E(G), dan
himpunan wilayah F(G), dengan |V(G)| = m, |E(G)| = p, dan |F(G)| = q. Fungsi bijektif f:V(G) U
E(G) U F(G) = {1,2,3,...,m + p + q} disebut pewarnaan lokal wilayah super antimagic total jika terdapat dua
wilayah bertetangga f; dan f;, makaw(f;) # W(fj), denganw(f) = Y g(v) + X g(e) + 2 g(f). Pewarnaan
lokal wilayah super antimagic total menginduksi pewarnaan wilayah dari G, dengan setiap wilayah f diberi warna
w(f). Bilangan kromatik pewarnaan lokal wilayah super antimagic total dinotasikan x,s,.f(G), adalah jumlah
warna minimum pada wilayah graf yang didapatkan dari proses pelabelan titik, sisi, dan wilayah pada graf G.
Penelitian ini membahas pewarnaan lokal wilayah super antimagic total pada graf tangga (L,,) dan graf tiga tangga
melingkar (TCL,,). Graf yang diteliti pada pewarnaan lokal wilayah super antimagic total adalah graf tangga L,, dan
graf tiga tangga melingkar TCL,,. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan bilangan kromatik pewarnaan
lokal wilayah super antimagic total ysq¢r(G) pada graf yang diteliti. Hasil penelitian menunjukkan bahwa bilangan
kromatik pada graf tangga L,, dan tiga tangga melingkar TCL,, adalah y;54¢r(Ly) = 2, Xisaer(TCLy) = 3.

Kata kunci: bilangan kromatik, pewarnaan lokal wilayah super antimagic total, tangga, tiga tangga melingkar.

1. Pendahuluan

Matematika adalah ilmu yang telah
banyak membantu manusia dalam
memecahkan masalah-masalah di kehidupan

https://journal.unugiri.ac.id/index.php/JaMES

sehari-hari. Masalah-masalah yang sudah
terpecahkan oleh matematika di antaranya
permasalahan ekonomi, komputer, statistik,
penyebaran penyakit, analisis bencana alam
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dan permasalahan lainnya. Salah satu cabang
ilmu matematika adalah teori graf.. Menurut
[1], graf G terdiri dari himpunan V =
{v1,v,,v3,...,v;} yang elemennya disebut
titik (juga disebut simpul atau node) dan
himpunan E = {e;, ey e3,...,6;} yang
elemennya disebut sisi (juga disebut garis atau
busur) dengan himpunan V(G) disebut
himpunan titik pada graf ¢ dan E(G) adalah
himpunan sisi pada graf G. Suatu graf
dilambangkan sebagai G = (V (G), E(G)).

Ada beberapa kajian dalam graf yaitu
pelabelan dan pewarnaan graf. Pelabelan graf
adalah pemberian label pada himpunan titik,
sisi, atau keduanya, pada kondisi tertentu [2].
Label yang diberikan berupa bilangan bulat
positif. Pewarnaan graf adalah pemberian
warna pada himpunan titik, sisi, maupun
wilayah pada graf dengan syarat setiap elemen
himpunan titik, sisi dan wilayah pada graf
yang bertetangga memiliki warna berbeda [3].

Pada pewarnaan graf, terdapat suatu
istilah bilangan kromatik. Bilangan kromatik
adalah jumlah warna minimum yang dapat
digunakan untuk mewarnai objek pada graf
[4]. Pada pelabelan graf, terdapat juga suatu
istilah berupa bobot. Nilai bobot adalah hasil
penjumlahan label di sekitar objek berupa
titik, sisi, dan wilayah yang dihitung nilai
bobotnya. Jika mencari bobot dari sisi, maka
hasil bobot sisi merupakan hasil penjumlahan
label titik di sisi tersebut. Jika mencari bobot
dari titik, maka hasil bobot titik merupakan
hasil penjumlahan label sisi di titik tersebut.
Jika mencari bobot dari wilayah, maka hasil
bobot wilayah merupakan hasil penjumlahan
label titik dan sisi di wilayah tersebut.

Salah satu topik yang berkembang
tentang pelabelan dan pewarnaan graf adalah
pewarnaan lokal antimagic. Pewarnaan lokal
antimagic graf  diperkenalkan  oleh
Arumugam.dkk pada tahun 2017 dengan
melakukan pelabelan sisi pada sebuah graf
kemudian mencari bobot titik dari graf
tersebut [5]. Bobot-bobot tersebut selanjutnya
dijadikan sebagai warna pada graf sehingga
untuk setiap titik yang bertetangga harus
memiliki bobot yang berbeda. Pewarnaan
antimagic pada graf juga terdapat suatu istilah
bilangan kromatik dengan notasi y;,(G).
Bilangan kromatik pada graf merupakan
banyaknya warna minimum pada graf.
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Pewarnaan antimagic telah banyak diteliti
oleh para peneliti-peneliti sebelumnya seperti
[5], [6], [7] dan [8] yang meneliti pewarnaan
titik antimagic, [9], [10], [11] dan [12] yang
meneliti pewarnaan lokal sisi antimagic, [13]
dan [14] yang meneliti pewarnaan lokal
wilayah antimagic dan masih banyak lagi

peneliti yang meneliti pewarnaan lokal
antimagic. Pada hasil pewarnaan lokal
antimagic sebelumnya, untuk pewarnaan

lokal wilayah super antimagic total dari graf
tangga dan graf tiga tangga melingkar belum
diteliti oleh peneliti sebelumnya.

Berdasakan uraian sebelumnya, peneliti
tertarik untuk melakukan penelitian mengenai

pewarnaan lokal antimagic, khususnya
pewarnaan lokal wilayah super antimagic
total. Pewarnaan lokal wilayah super

antimagic total merupakan pelabelan dengan
fungsi bijektif yang himpunan titik, sisi, dan
wilayahnya dipetakan ke bilangan-bilangan
asli dari angka 1 sampai semua himpunan
titik, sisi, dan wilayah pada graf tersebut terisi
label. Jumlah dari label tersebut menghasilkan
bobot pada tiap-tiap wilayah dengan syarat
wilayah yang bertetangga tidak boleh
memiliki bobot yang sama. Pada penelitian
ini, pelabelan dimulai dari semua himpunan
titik terlebih dahulu, kemudian semua
himpunan sisi, dan yang terakhir dilabeli
adalah semua himpunan wilayah. Wilayah
yang digunakan pada penelitian ini hanya
wilayah dalam graf. Wilayah dalam graf
merupakan wilayah yang berada di dalam graf
yang dibatasi oleh himpunan titik dan
himpunan sisi. Graf yang diteliti yaitu graf
tangga dan graf tiga tangga melingkar. Graf
tangga dan graf tiga tangga melingkar dipilih
dalam penelitian ini dikarenakan graf tersebut
memiliki wilayah yang dapat digunakan
dalam penelitian pewarnaan lokal wilayah
super antimagic total. Oleh karena itu, peneliti
memilih judul “Pewarnaan Lokal Wilayah
Super Antimagic Total pada Graf Tangga dan
Graf Tiga Tangga Melingkar”.

2. Metode

Pada penelitian ini, metode yang
digunakan adalah dengan mempelajari studi
literatur berupa buku atau makalah yang
berkaitan dengan topik penelitian berupa
pelabelan dan pewarnaan graf. Setelah itu,
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hasil mempelajari studi literatur tersebut
digunakan sebagai landasan teori untuk
mengembangkan  teori  pelabelan  dan
pewarnaan graf khususnya dari graf tangga
dan tiga tangga melingkar yang dinyatakan
dalam bentuk teorema.

3. Pembahasan

Pada bagian ini, membahas mengenai
hasil penelitian dari pewarnaan lokal wilayah
super antimagic total pada graf tangga dan
graf tiga tangga melingkar yang dinyatakan
dalam bentuk teorema serta pembuktiannya.
Tahapan penelitian disajikan pada Gambar 1.

Ivulai

Graftangga dan graf
tiga tangga melingkar

l

Pemberian notasi titik, sisi, dan wilayah
pada graf tangga L,, dan graf tigatangga
melingkar TC L.

Pencarian label pada graftangga L, dan
graftigatanggamelingkar TCL |

l

Penentuan fungsi pelabelan walayah
pada graf tangga L,, dan graf tigatangga
melingkar TCL,,

l

Perhitungan nilai bobot pada graftangga
L,, dan graftiga tangga melingkar TCL

l

Bilangan kromatik pada graf tangga L, dan
oraf tica tangga melingkar TCL ..

Penentuan teorerma mengenal bilangan
kromatik pada graf tangga L,, dan graf tiga
tangga melingkar TCL,,

l

Teorema mengenai bilangan
kromatik pada graf tangga L,, dan
graf tiga tangga melingkar TCL |

Gambar 1. Tahapan Penelitian L,,

3.1 Graf Tangga

Definisi 3.1 [15] Graftangga adalah graf
hasil kali kartesian P, X P, dengan P,
merupakan graf lintasan dengan titik
sebanyak n dan P, merupakan graf lintasan
dengan titik sebanyak 2 titik.

Graf tangga dinotasikan dengan L,

dengan n > 2. Graf tangga memiliki jumlah
titik sebanyak 2n titik dan jumlah sisi
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sebanyak 3n — 2 sisi. Representasi dari graf
tangga L, dapat dilihat pada Gambar 2.

|
8
|
5

n Y2 Ys

Gambar 2. Graf Tangga L,

Pada bagian ini, graf tangga L,
dikonstruksi dengan menggunakan
pewarnaan lokal wilayah super antimagic
total. Oleh karena itu, proses pencarian
bilangan kromatik pewarnaan lokal wilayah
super antimagic pada graf tangga L, adalah
sebagai berikut:

Teorema 1. Graf tangga L, dengan n adalah
bilangan asli dan n = 3 memiliki bilangan
kromatik pewarnaan lokal wilayah super
antimagic total Ysqcr = 2.

Bukti. Diberikan graf tangga L, dengan n
adalah bilangan asli dan n > 3. Menurut
definisi graf tangga L,, himpunan titik pada
graf tangga L, dapat dinotasikan sebagai
berikut:

V(L) ={x;1<i<n}u
{yi:1<i<nj

Berdasarkan penotasian himpunan titik pada
graf  tangga L,, maka  pasangan
himpunan titikk yang terhubung disebut
sebagai himpunan sisi. Himpunan sisi pada
graf tangga L, dapat dinotasikan sebagai
berikut:

E(Ln) = {xixi+1: 1<is<n-— 1} U
yivis:1<i<n-1}u
{xiyi:1l<i<n}

Berdasarkan definisi wilayah pada graf, suatu
wilayah dalam pada graf dibatasi oleh
sub himpunan titik dan sub himpunan sisi dari
graf tersebut. Oleh karena itu, dari
himpunan titik dan himpunan sisi yang telah
diperoleh, terbentuklah himpunan wilayah
pada graf tangga L,sebagai berikut:

F(L,) ={r:1<i<n-1}.
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Graf tangga L, memiliki kardinalitas titik
|V(L,)| = 2n, kardinalitas sisi |E(L,)| =
3n — 2, dan kardinalitas wilayah |F(L,)| =
n — 1. Didefinisikan fungsi bijektif pelabelan
graf tangga L, yaitu g(V(L,) UE(L,)U
F(L,) - {1,2,..,6n — 3}.

Selanjutnya, proses menentukan label
pada himpunan titik, sisi, dan wilayah dari
graf tangga L,,. Pada graf tangga L,, terdapat 2
kasus untuk menentukan bilangan kromatik
pewarnaan lokal wilayah super antimagic
total.

Kasus 1. Pada kasus n ganjil, ditentukan label
pada himpunan titik, sisi dan wilayah dari graf
tangga L,. Pertama, dilabeli semua himpunan
titik pada graf tangga L,,. Himpunan titik pada
graf tangga L, dilabeli dengan label
{1,2,...,2n}. Himpunan titik x; dengan i
ganjil, dilabeli dengan label {1,3,...,n}.
Mengingat bahwa indeks i pada himpunan
titik x; adalah ganjil, indeks i dapat diubah

menjadi 2k —1 untuk k=1,.., 2
Sehingga diperoleh
9(x;) = g(xzp-1)
=2k -1

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

glx) =2k -1
=i

dengani = 1, ...,n dan i adalah ganjil.
Himpunan titik x; dengan i genap,
dilabeli dengan label {2,4,..,n—1}.
Mengingat bahwa indeks i pada himpunan
titik x; adalah genap, indeks i dapat diubah

n

menjadi 2k untuk k = 1,...,%. Sehingga
diperoleh

9(x;) = gQxz)
=n-—-2k+1
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

gx)=n—-2k+1
=n—i+1

dengani = 2,...,n — 1 dan i adalah genap.

Himpunan titik y; dengan i ganjil,
dilabeli dengan label {n+ 1,n+ 3,...,2n}.
Mengingat bahwa indeks i pada himpunan
titik y; adalah ganjil, indeks i dapat diubah
96

menjadi 2k — 1 untuk k = 1, ...,n. Sehingga
diperoleh

9 = g(ak-1)
=n+2k-1

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

gy)=n+2k—-1
=n+i

dengani = 1,3, ...,n dan i adalah ganjil.

Himpunan titik y; dengan i genap,
dilabeli dengan label {n + 2,n + 4, ...,.2n —
1}. Mengingat bahwa indeks i pada himpunan
titik y; adalah genap, indeks i dapat diubah
menjadi 2k untuk k = 1, ...,n — 1. Sehingga
diperoleh

9gi) = gax)
=2n—2k+1

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

gly)=2n-2k+1
=2n—-i+1

dengani = 2,...,n — 1 dan i adalah genap.

Setelah semua fungsi pelabelan titik
didapatkan, maka fungsi pelabelan titik dapat
dituliskan sebagai berikut:

i v = x;,1 ganjil
_)n—-i+1 v = Xx;, 1 genap
9(w) = n+i; v = y;, i ganjil
2n—i+1; v =Yy, 1 genap

Kedua, dilabeli semua himpunan sisi
pada graf tangga L, dengan n adalah genap.
Himpunan sisi pada graf tangga L,, dilabeli
dengan label {2n + 1, ...,5n — 2}. Himpunan
sisi x;y; dengan i ganjil dilabeli dengan label
{Zn +1, ,5771} Mengingat bahwa indeks i
pada himpunan x;y; adalah ganjil, indeks i
dapat diubah menjadi 2k —1 untuk k =
1,.., nTH Sehingga diperoleh

9x;y:) = 9(X2k-1Y2k-1)
_4n+(2k—1)+1

2
_4n+2k
2
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jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

in+ k-1 +1

9(x;yi) = 5
In+i+1
=—
dengani = 1,3, ...,n dan i adalah ganjil.

Himpunan sisi x;y; dengan i genap
dilabeli label =2, 3n}.

Mengingat bahwa indeks i pada himpunan sisi
x;y; adalah genap, indeks i dapat diubah

menjadi 2k untuk k=1,.

dengan

—. Sehingga

diperoleh
9(x:yi) = 9(Xak-1Y2k-1)
Sn+2k+1
=
Sn+i+1
-T2
dengan i = 2,4, ...,n — 1 dan i adalah genap.

Himpunan sisi y;y;,, dilabeli dengan
label {3n + 1, ...,4n — 1}. Mengingat bahwa
terdapat indeks i pada himpunan sisi y;V;,q
berjalan dari {1,..,n — 1}, indeks i dapat
diubah menjadi k untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh

IOyir) = gWiYi+1)
=4n—k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh
IYie) = 4n—k
=4n—i

Himpunan sisi x;x;,, dilabeli dengan
label {4n,...,5n —2}. Mengingat bahwa
terdapat indeks i pada himpunan sisi x;x;4q
berjalan dari {1,..,n — 1}, indeks i dapat
diubah menjadi k untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh

9(XiXir1) = 9 (XkX41)
=5n—-k-1
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh
gxip) =5n—k—1
=5n—-i—-1

https://journal.unugiri.ac.id/index.php/JaMES

Setelah semua fungsi pelabelan sisi
didapatkan, maka fungsi pelabelan titik dapat
dituliskan sebagai berikut:

(5n—i—.1; e = X;Xj1
4n —i; e =YiYi+1
In+i+1 . y
gle) =+ — x;y;, i ganjil
Sn+i+1 )
— X;yi, 1 genap

Ketiga, dilabeli semua himpunan wilayah
pada graf tangga L,, dengan n adalah ganjil.
Himpunan wilayah pada graf tangga L,, yaitu
1;, dilabeli dengan label {5n — 1, ...,6n — 3}.
Mengingat bahwa terdapat indeks i dapat
diubah menjadi k untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh

g(r) =gn) =5n—-2+k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh
gr)=5n—-2+k
=5n—-2+1i
Setelah semua fungsi pelabelan wilayah
didapatkan, = maka  fungsi  pelabelan
wilayah dapat dituliskan sebagai berikut :
gif)=5m=-2+1i f=n
Selanjutnya, ditentukan bobot pelabelan
wilayah pada graf tangga L,, dengan n adalah
ganjil. Terdapat dua jenis bobot wilayah r;
dengan i ganjil dan bobot wilayah r; dengan i
genap. Pada wilayah r; ganjil, rumus bobot
ditentukan dengan menjumlahkan semua

fungsi pelabelan yang berada di wilayah 7;
ganjil yaitu :

w (riganjil) =4 (xiganjil) +49 (xigenap)
t9g (yiganjll) +49 (}’igenap)

rlgan]ll)

xlgan]ll lganjil+ 1)

(ylganjllylganjll"'l)
(xlganjllylganjll)

ylgenap ylgenap )
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W (T ) = @ + (1 =i+ 1) + (n+ 1)
+2n+1-D)+OGBn-2+10)
+Gn—i—1)+@n—1i)

n+i+1
+<5 +21+')
n l
()

) terdapat indeks i

ganjil pada fungsi pelabelan titik x;, y;, sisi
XiXit1> YiVi+1> XiVi, dan wilayah ;. Indeks i
ganjil dapat diubah menjadi (2k — 1) karena
i dimulai dari bilangan 1. Pada rumus

Pada rumus W(T‘l
ganjil

w (rigan].il) juga, terdapat indeks i genap pada
fungsi pelabelan titik x;y;, dan sisi x;y;.
Indeks i genap dapat diubah menjadi 2k
karena i dimulai dari bilangan 2. Oleh karena
itu, diperoleh rumus dari bobot wilayah 7;
dengan i ganjil adalah sebagai berikut:

w(rigan].“) =2k —-1)+ (n -2k + 1)
+(n+2k-1)
+(2n+1-2k)+ (5n-2
+ (2k — 1)) + (5n — (2k
—-1)-1)

+ (4n — 2k - 1))
<4n+2k—1+1)

2
Sn+1+i
+H5—)

2
45n — 3
T2
Jadi rumus untuk memperoleh bobot wilayah

1; dengan i ganjil adalah 452—_3.

Pada rumus 7; genap, rumus bobot
ditentukan dengan menjumlahkan semua
fungsi pelabelan yang berada di wilayah 7;
genap yaitu:

w (rigenap) - (xigenap) tg (xiga“i“)
+g (}’igenap) +9 (yiganjil)

+9 (Tigenep)
genap
(xlgenap lgenap +1)
(ylgenap ylgenap + 1)

xlgenap ylgenap)

ylgan]llylganjll)
98

W(rigenap) =m—-i+1D+@+C2n+1
—-)+Mn+i)+GBn-2
+i)+Gn—-i—1)+ (4n
. +<5n+1+i)

ni1r
n i
+(=)

2
), terdapat indeks i

ganjil pada fungsi pelabelan titik x;, y;, dan
sisi x;y;. Indeks i ganjil dapat diubah menjadi
(2k — 1) karena i dimulai dari bilangan 3.

Pada rumus w (rl
genap

Pada rumus w (r ) juga, terdapat indeks i

lganjil
genap pada fungsi pelabelan titik x;, y;, sisi
XiXit1> YiVi+1> XiVi, dan wilayah ;. Indeks i
genap dapat diubah menjadi 2k karena i
dimulai dari bilangan 2. Oleh karena itu,
diperoleh rumus dari bobot wilayah r;dengan
i genap adalah sebagai berikut:

w(rigenap)z(n—2k+1)+(2k+1)
+ (2n+1-2k)
+(n+Qk+1)+ (Gn-2
+2k) + (5n — (2k) — 1)
+ (4n — 2k)
+<5n+1+2k)
4 %Zk 1)+1
n+ (2k+1)+
HE—7 )

45n +5
2

Jadi rumus untuk memperoleh bobot wilayah
45n+5

1; dengan i genap adalah ——

Setelah rumus bobot wilayah didapatkan,
maka rumus bobot wilayah dapat dituliskan
sebagai berikut:

45n — 3

5 f =r;, i ganjil
W) =4sn+5
7 =

Pada bobot w(f) hanya terdapat 2 jenis
bobot wilayah. Sehingga didapatkan bahwa
bilangan kromatik pewarnaan lokal wilayah
super antimagic total pada graf tangga
Xisaty = 2. Hasil pewarnaan lokal wilayah
super antimagic total pada graf tangga L,
dengan n ganjil dapat dilihat pada Gambar 3.

13,1 genap
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Gambar 3. Contoh Pewarnaan Lokal Wilayah
Super Antimagic Total Pada Graf Tangga Lg

Kasus 2. Pada kasus n genap, ditentukan label
pada himpunan titik, sisi dan wilayah dari graf
tangga L,. Pertama, dilabeli semua himpunan
titik pada graf tangga L,,. Himpunan titik pada
graf tangga dilabeli dengan label {1, ...,2n}.
Himpunan titik x; dengan i ganjil, dilabeli
dengan label {1,3,..,n—1}. Mengingat
bahwa indeks i pada himpunan titik x; adalah
ganjil, indeks i dapat diubah menjadi 2k — 1
untuk k =1, ... ,g. Sehingga diperoleh

g(x;) = g(x2k-1)
=2k—-1

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

g(x;) =2k -1
=i

dengani = 1,...,n — 1 dan i adalah ganjil.

Himpunan titik x; dengan i genap,
dilabeli dengan label {2,4, ...,n}. Mengingat
bahwa indeks i pada himpunan titik x; adalah
genap, indeks i dapat diubah menjadi 2k
untuk k =1, ... ,g. Sehingga diperoleh

g(x) = glxzi)
=n-—2k+2
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

gx)=n—-2k+2
=n—i+2

dengani = 1, ...,n dan i adalah genap.
Himpunan titik y; dengan i ganjil,
dilabeli dengan label {n+ 1,n+3,...,2n —
1}. Mengingat bahwa indeks i pada himpunan
titik y; adalah ganjil, indeks i dapat diubah

menjadi 2k —1 untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh
9 = gWax-1)
=n+2k-1
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jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

gy)=n+2k—-1
=n+i

dengani = 1,3, ...,n — 1 dan i adalah ganjil.

Himpunan titik y; dengan i genap,
dilabeli dengan label {n +2,n+4,...,2n}.
Mengingat bahwa indeks i pada himpunan
titik y; adalah genap, indeks i dapat diubah
menjadi 2k untuk k =1,...,n. Sehingga
diperoleh

g = gax)
=2n+2-2k

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

gyi) =2n+2 -2k
=Z2n+2-i
dengani = 2, ...,n dan i adalah genap.
Setelah semua fungsi pelabelan titik
didapatkan, maka fungsi pelabelan titik dapat
dituliskan sebagai berikut:

i v = x;,1 ganjil
_)n—i+72 v = Xx;, 1 genap
9(w) = n+i; v = y;, i ganjil
2n—1i+2; v =y, 1 genap

Kedua, dilabeli semua himpunan sisi
pada graf tangga L, dengan n adalah genap.
Himpunan sisi pada graf tangga L,, dilabeli
dengan label {2n + 1, ...,5n — 2}. Himpunan
x;y; dengan i ganjil dilabeli dengan label
{Zn +1, ,5771} Mengingat bahwa indeks i
pada himpunan sisi x;y; adalah ganjil, indeks
i dapat diubah menjadi 2k — 1 untuk k =
1, .. % Sehingga diperoleh

9xyi) = g(Xok-1Y21-1)
n+ Rk—-1)+1
- 2
4n + 2k
-T2

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

In + 2k

2
_An+ k-1 +1
B 2

g(xy) =
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In+i+1
)
dengani = 1,...,n — 1 dan i adalah ganjil.
Himpunan sisi x;y; dengan i genap
dilabeli label {2, .. 3n}.

Mengingat bahwa indeks i pada himpunan
s0so x;y; adalah genap, indeks i dapat diubah

dengan

menjadi 2k untuk k=1, ,% Sehingga
diperoleh
9(xyi) = g(xaxYar)
_5Sn+2k
2

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh
5n+ 2k
2
_Sn+i
2
dengani = 1,...,n — 1 dan i adalah ganjil.
Himpunan sisi y;y;,, dilabeli dengan
label {3n + 1, ...,4n — 1}. Mengingat bahwa
terdapat indeks i pada himpunan sisi y;y; 41
berjalan dari {1,..,n — 1}, indeks i dapat
diubah menjadi k untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh

9WiVir1) = 9WkVk+1)
=4n —k

glxy) =

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

9Oiyiv1) =4n—k
=4n —i

Himpunan sisi x;x;,,; dilabeli dengan label
{4n, ...,.5n — 2}. Mengingat bahwa terdapat
indeks i dapat diubah menjadi k untuk k =
1,...,n — 1. Sehingga diperoleh

g(xixip1) = g(XpXp41)
=5n—-1-—-k%

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

gxip) =5n—1—k
=5n—1-1i
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Setelah semua fungsi pelabelan sisi
didapatkan, maka fungsi pelabelan sisi dapat
dituliskan sebagai berikut:

(5n—i—.1; e =X;Xj1
4n —i; e =YVis
n+i+1 . y
g(e) =+ s ; x;y;, 1 ganjil
Sn+i+1 )
— X;y;, 1 genap

Ketiga, dilabeli semua himpunan wilayah
pada graf tangga L, dengan n adalah genap.
Himpunan wilayah pada graf tangga L,, yaitu
1;, dilabeli denganl label {5n — 1, ...,6n — 3}.
Mengingat bahwa terdapat indeks i pada
himpunan r; berjalan dari {1,..,n— 1},
indeks i dapat diubah menjadi k untuk k =
1,...,n — 1. Sehingga diperoleh

gr) =g
=5n—-2+k

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

gr)=5n—-2+k
=5n—-2+i
Setelah semua fungsi pelabelan wilayah

didapatkan, maka fungsi pelabelan wilayah
dapat dituliskan sebagai berikut:

gif)y=m-2+1i;, f=m

Selanjutnya, ditentukan bobot pelabelan
wilayah pada graf tangga L,, dengan n adalah
genap. Terdapat dua jenis bobot wilayah r;
dengan i ganjil dan bobot wilayah r; dengan i
genap. Pada wilayah r; ganjil, rumus bobot
ditentukan dengan menjumlahkan semua
fungsi pelabelan yang berada di wilayah 7;
ganjil yaitu :

v (riganiil) -9 (xiganjil) tg (xigenap)
t49 (yiganjll) +g (}’igenap)

(rlganjll)
(xlganjll lgan]11+1)
(ylganjllylganjll"'l)
(xlganjllylganjll)
+o(

ylgenap ylgenap )
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w(riganj“) =D +m—i+2)+n+10)
+(@2n+2-1)
+(Gn—-2+1i)
+Gn—i—1)+@n—-1i)

+<4n+i+1)+<5n+i)
2 2

Pada rumus W(r

l-gan].ﬂ), terdapat indeks i
ganjil pada fungsi pelabelan titik, x;, y;, sisi
XiXit1> YiVi+1> XiVi, dan wilayah ;. Indeks i
ganjil dapat diubah menjadi (2k — 1) karena
i dimulai dari bilangan 1. Pada rumus
w (rigan].il) juga, terdapat indeks i genap pada
fungsi pelabelan titik x;, y;, dan sisi x;y;.
Indeks i genap dapat diubah menjadi 2k
karena i dimulai dari bilangan 2. Oleh karena

itu, diperoleh rumus dari bobot iwlayah 7;
adalah sebagai berikut:

w(rigan].“) =2k —1) + (n — 2k + 2)
+(n+2k-1)
+(2n+2-2k)+ (5n-2
+Qk-1)+(Gn-1
— (2k — 1))

+ (4n - 2k - 1))
4n+(2k—1)+1>

2
5n+ (2k
+< ( ))
2
_45n
2

Jadi rumus untuk memperoleh bobot wilayah
. .. 45n
1; dengan i ganjil adalah -
Pada wilayah 7r; genap, rumus bobot
ditentukan dengan menjumlahkan semua

fungsi pelabelan yang berada di wilayah 7;
genap yaitu:

(rann) = ()0
+9 (}’igenap) t+4g (yiganjil)
+ 9 (Tigenen)
+ 9 (FiyenanFigonant1)
+ 9 (VigenapVigenap+1)
+9(
+9(

lgenap ylgenap)

ylgan]llylganjll)

X;
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W(rigenap) =m—i+2)+ @)+ Q2n+2
—-)+(n+i)+GBn-2
+i) + (5n—1— (2k))

+(4n—i)+<5n+i)

2
in+1+1i
+H=5—)

2
genap), terdapat indeks i
ganjil pada fungsi pelabelan titik x;, y;, dan
sisi x;y;. Indeks i ganjil dapat diubah menjadi
(2k + 1) karena i dimulai dari bilangan 3.

Pada rumus w (ri
genap

Pada rumus w (ri

) juga, terdapat indeks
i genap pada fungsi pelabelan titik x; , y;, sisi
XiXiy1, ViVi+1, XiY; dan wilayah ;. Indeks i
genap dapat diubah menjadi 2k karena i
dimulai dari bilangan 2. Oleh karena itu,
diperoleh rumus dari bobot wilayah r; dengan
i genap adalah sebagai berikut:

w (rigenap) =(m—2k+2)+Q2k+1)
+(2n + 2 — 2k)
+(n+Qk+1)+ (Gn-2
+2k) + (5n — 1 — (2k))

+ (4n - 2K) + (5" al Zk)

N <4n +1 +2(2k + 1))

_45n+8
2

Jadi rumus untuk memperoleh bobot wilayah
45n+8

1; dengan i genap adalah ——

Setelah rumus bobot wilayah didapatkan,
rumus bobot wilayah dapat dituliskan sebagai
berikut:

45n
— f =r;, i ganjil
W) =450 + 8 _
> ; f =r1,igenap

Pada bobot w(f) hanya terdapat 2 jenis
bobot wilayah. Sehingga didapatkan bahwa
bilangan kromatik pewarnaan lokal wilayah
super antimagic total pada graf tangga
Xisatr(Ln) = 2. Hasil pewarnaan lokal
wilayah super antimagic total pada graf
tangga L, dengan n genap dapat dilihat pada
Gambar 4.
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Gambar 4. Contoh Pewarnaan Lokal Wilayah
Super Antimagic Total Pada Graf Tangga Lg

3.2 Graf Tiga Tangga Melingkar

Definisi 3.2 [16] Graf tiga tangga melingkar
dinotasikan sebagai TCL,, dengan n adalah
bilangan bulat positif dan n = 2, memuat
lapisan dari graf cycle Cs.

Graf tiga tangga melingkar memiliki
jumlah titik sebanyak 3n — 1 titik dan jumlah
sisi sebanyak 6n — 5. Representasi dari graf
tiga tangga melingkar dapat dilihat pada
Gambar 5.

Gambar 5. Graf Tiga Tangga Melingkar TCL,

Teorema 2. Graf tiga tangga melingkar
dengan n adalah bilangan asli dan n = 2
memiliki bilangan kromatik sq1r(TCLy) =
3.

Pada bagian ini, graf tiga tangga
melingkar TCL,  dikonstruksi  dengan
menggunakan pewarnaan lokal wilayah super
antimagic total. Oleh karena itu, ditunjukkan
bilangan kromatik pewarnaan lokal wilayah
super antimagic pada graf tiga tangga
melingkar TCL,,.

Bukti. Diberikan graf tiga tangga melingkar
TCL,, dengan n adalah bilangan asli dan n >
2. Menurut definisi graf tiga tangga melingkar
TCL,, himpunan titik pada graf tiga tangga
melingkar TCL, dapat dinotasikan sebagai
berikut:

V(TCL,) = {x;:1 < i <n}u

{ppl<i<n-—1}
102

Berdasarkan penotasian himpunan titik pada
graf tiga tangga melingkar TCL,, maka
pasangan himpunan titik yang terhubung
disebut sebagai himpunan sisi. Himpunan sisi
pada graf tiga tangga melingkar TCL,, dapat
dinotasikan sebagai berikut:

E(TCL,) = {x;y:1<i<n}u
{x;ipi:1<i<n-1}U
{xpp1pir1<i<n-—-1}U
{yipirl<i<n-1}u
ivpir1<i<n-1}u

yiyirrlsi<n-—1}

Berdasarkan definisi wilayah pada graf, suatu
wilayah dalam pada graf dibatasi oleh
sub himpunan titik dan sub himpunan sisi dari
graf tersebut. Oleh karena itu, dari
himpunan titik dan himpunan sisi yang telah
diperoleh terbentuk himpunan wilayah pada
graf tiga tangga melingkar TCL,sebagai
berikut:

F(TCLy) ={Az1<i<n-1}u
(Bp1<i<n-1}u
{Ci1<i<n-—1}

tangga melingkar memiliki

titik  |V(TCL,)| =3n—1,
kardinalitas sisi |E(TCL,)| = 6n—>5, dan
kardinalitas wilayah |F(TCL,)| =3n—3.
Didefinisikan fungsi bijektif pelabelan graf
tiga tangga melingkar TCL, yaitu
g(V(TCL,) UE(TCL,) UF(TCLy,)) - {1,2
, ., 12 — 9}

Selanjutnya, ditentukan label pada
himpunan titik, sisi, dan wilayah dari graf tiga
tangga melingkar TCL,. Pertama, dilabeli
semua himpunan titik pada graf tiga tangga
melingkar TCL,. Himpunan titik pada graf
tiga tangga melingkar TCL,, dilabeli dengan
label {1,..,3n—1}. Himpunan titik x;
dilabeli dengan label {1,3,..,2n — 1}.
Mengingat bahwa terdapat indeks i pada
himpunan titik x; berjalan dari {1,...,n},
indeks i dapat diubah menjadi k untuk k =
1, ..., n. Sehingga diperoleh

g(x) = g(xx)
=2k—1

Graf tiga
kardinalitas

https://journal.unugiri.ac.id/index.php/JaMES


https://journal.unugiri.ac.id/index.php/JaMES

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

g(x;) =2k -1
=2i—1
Himpunan titik p; dilabeli dengan label
{2,4,...,2n — 1}. Mengingat bahwa terdapat
indeks i pada himpunan p; berjalan dari
{1,...,n — 1}, indeks i dapat diubah menjadi
k =1, ..,n— 1. Sehingga diperoleh
9 = g(pi)
= 2k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

9(p) = 2k
= 2i
Himpunan titik y; dilabeli dengan label
{2n....,3n — 1}. Mengingat bahwa indeks i
pada himpunan y; berjalan dari {1,...,n},
indeks i dapat diubah menjadi k untuk k =
1, ..., n. Sehingga diperoleh
gy) =3n—k
=3n—1i
Setelah semua fungsi pelabelan titik

didapatkan, maka fungsi pelabelan titik dapat
dituliskan sebagai berikut:

Selanjutnya ditentukan label pada

2i — 1; V=X
gw)=43n—i; V=Y
20; V=D

Kedua, dilabeli semua himpunan sisi
pada graf tiga tangga melingkar TCL,.
Himpunan sisi pada graf tiga tangga
melingkar TCL, dilabeli dengan label
{3n,...,9n — 6}. Himpunan sisi x;y; dilabeli
dengan label {3n,...,4n —1}. Mengingat
bahwa terdapat indeks i pada himpunan sisi
x;y; berjalan dari {1, ...,n}, indeks i dapat
diubah menjadi k untuk k=1,..,n.
Sehingga diperoleh

g (i) = gy
=4n—k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks

i, maka diperoleh
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g(xiy) =4n—k
=4n—1i
Himpunan sisi y;y;,, dilabeli dengan
label {4n..,5n —2}. Mengingat bahwa
terdapat indeks { pada himpunan sisi y;y; 41
berjalan dari {1,..,n — 1}, indeks i dapat
diubah menjadi k untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh
IOYir) = gWiYirr)
=5n—-1+k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh
9iyie) =5n—1+k
=5n—1+1
Himpunan sisi y;p; dilabeli dengan label
{5Sn—-1,..,6n—3}. Mengingat bahwa
terdapat indeks i pada himpunan y;p; berjalan
dari {1,..,n—1}, indeks i dapat diubah
menjadi k untuk k =1,..,n— 1. Sehingga
diperoleh
gip)) = giepi)
=5n—-2+k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh
gip) =5n—-2+k
=5n—-2+1i
Himpunan sisi y;,1p; dilabeli dengan
label {6n — 2, ...,7n — 4}. Mengingat bahwa
terdapat indeks i pada himpunan sisi y;,1p;
berjalan dari {1,..,n — 1}, indeks i dapat
diubah menjadi k untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh
9P = gWier1Pr)
=6n—-3+k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh
9Wip) =6n—3+k
=6n-—3+1i
Himpunan sisi x;,p; dilabeli dengan
label {7n — 3, ...,8n — 5}. Mengingat bahwa

terdapat indeks i pada himpunan sisi x;,1p;
berjalan dari {1,..,n — 1}, indeks i dapat
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diubah menjadi k untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh
9 Ki410i) = g Kpes1Pic)
=8n—-4-k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh
g(Xipp) =8n—4—k
=8n—4-—i
Himpunan sisi x;p; dilabeli dengan label
{8n—4,..9n—6}. Mengingat bahwa
terdapat indeks i pada himpunan sisi x;p;
berjalan dari {1,...,n— 1}, indeks i dapat
diubah menjadi k untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh
g(xipy) = g(xiepi)
=9n-5-k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

glup) =9n—-5-k
=9n-—-5-—1

Setelah semua fungsi pelabelan sisi dapat
dituliskan sebagai berikut

( 4An—i; e = x;y;
n—-5—-1i; e=yp;
_)8n—4—-i e=ux;p;
g(e)_<5n—2+i; e = yibi
on—=3+1i e =YD
\Sn—1—1 e=Yyin

Ketiga, dilabeli semua himpunan wilayah
pada graf tiga tangga melingkar TCL,.
Himpunan wilayah pada graf tiga tangga
melingkar TCL,, dilabeli dengan label {9n —
5, ...,12n — 9}. Himpunan wilayah 4; dilabeli
dengan label {1,..,n — 1}, indeks i dapat
diubah menjadi k untuk k=1,..,n—1.
Sehingga diperoleh

g(4;) = g(Ar)
=11n—6—2k

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

g(4) =11n—-6 -2k
=1ln—6—2i
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Himpunan wilayah B; dilabeli dengan
label {9n —59n -3, ...,11n — 9}.
Mengingat bahwa terdapat indeks i pada
himpunan wilayah B; berjalan dari {1, ...,n —
1}, indeks i dapat diubah menjadi k untuk k =
1,...,n — 1. Sehingga diperoleh

g(B:) = g(By)
=11n—-7-2k

jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

g(B) =11ln—-7 -2k
=11ln—-7-2i
Himpunan wilayah C; dilabeli dengan
label {11n-7,..,12n —9}. Mengingat
bahwa terdapat indeks i pada himpunan
wilayah C; berjalan dari {1,..,n—1}.
Sehingga diperoleh
9(C) = g(Cy)
=12n—-8—-k
jika dituliskan kembali menggunakan indeks
i, maka diperoleh

g(C)=12n—-8—-k
=12n—-8—1i

Setelah semua fungsi pelabelan wilayah
didapatkan, maka fungsi pelabealn wilayah
dapat dituliskan sebagai berikut:

1In—-6-2i; f=A4;
g(f) =:11n—-7-2i; f =B;
12n-8—-i; f=¢

Selanjutnya, ditentukan bobot pelabelan
wilayah pada graf tiga tangga melingkar
TCL,. Terdapat tiga jenis wilayah yang
ditentukan bobotnya yaitu wilayah 4;, B;, C;.
Pada wilayah A;, rumus bobot ditentukan
dengan  menjumlahkan semua  fungsi
pelabelan yang berada di wilayah 4; yaitu:

w(d;) = g(x) + g(p) + g + g(xipy)
+ 90y + 9givi) + g(4)
=Qi—1)+ Q2+ @Bn—10) + ©On
—5—i)+@n—i)+Gn-2+
D)+ (11n — 6 — 20)
= 32n — 14
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Jadi rumus untuk memperoleh bobot wilayah
A; adalah 32n — 14.

Pada wilayah B;, rumus bobot ditentukan
dengan  menjumlahkan semua  fungsi
pelabelan yang berada di wilayah B; yaitu:

w(By) = g(xis1) + g(yis1) + 9(p1) +
9(xip1pi) + 9irapi) +
9(xiy1Yir1) + g(By)

=QU+1D-D+Bn->@+1)+
R+Bn—-4—-i)+O6Gn—-3+1i)
+(n—-(G+1D)+ 11n—7—2i)
=32n-15

Jadi rumus untuk memperoleh bobot wilayah

B; adalah 32n — 15.

Pada wilayah C;, rumus bobot ditentukan

dengan  menjumlahkan semua  fungsi
pelabelan yang berada di wilayah C; yaitu:

w(C) = g + g + g +
Iy + g + 9Visaps)
+9(C)
=@Bn-0+Bn-(>G+1)+ (20
+Gn-1-)+Gn-2+1i)+
(n—-3+i)+ (12n—-8—-1)
=34n - 15
Jadi rumus untuk memperoleh bobot wilayah
B; adalah 34n — 15.
Setelah rumus bobot wilayah didapatkan,

maka rumus bobot wilayah dapat dituliskan
sebagai berikut:
(64n — 28
2 )
64n — 30
2 )
68n — 30
\ 2 !
Pada bobot w(f) hanya terdapat 3 jenis bobot
wilayah.  Sehingga didapatkan bahwa
bilangan kromatik pewarnaan lokal wilayah
super antimagic total pada graf tiga tangga
melingkar Xisatr (TCLy) = 3. Hasil
pewarnaan lokal wilayah super antimagic

total pada graf tiga tangga melingkar TCL,
dengan n genap dapat dilihat pada Gambar 6.

f=4

W(f):{ = B;

f=¢
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Gambar 6. Contoh Pewarnaan Lokal
Wilayah Super Antimagic Total Pada Graf Tiga
Tangga Melingkar TCL,

4. Penutup

Pada penelitian ini, dapat disimpulkan
bahwa Graf tangga L, memiliki bilangan
kromatik pewarnaan lokal wilayah super
antimagic total xsq¢r(Ly) = 2. Graf tiga
tangga melingkar TCL, memiliki bilangan
kromatik pewarnaan lokal wilayah super
antimagic total Xsqer(Ly) = 3.
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