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Abstract 
Tuberculosis (TBC) is a contagious respiratory disease triggered by Mycobacterium Harituberculosis. TBC 

ranks second only to COVID-19 as the infectious disease with the highest mortality rate worldwide. In 2020, 

Indonesia ranks 3rd in the highest case of TBC under India and China. In 2021, In 2021, East Java Province ranked 

third highest with 466,297 TBC cases. This research aims to determine the results of the stability analysis of the 

mathematical model and simulation of the dynamics of the spread of tuberculosis disease in 2021 in East Java with 

an update, namely the comparison of trial parameters using the 4th-order runge-kutta method and the SITR 

mathematical model. The model is a development of the SIR model by adding the T (treatment) compartment. In 

the study, the results of the SITR mathematical model of tuberculosis disease obtained the stability of the endemic 

equilibrium point and the instability of the disease-free equilibrium point. This is due to the primary reproduction 

number of the two parameters 𝑅0 > 1, which indicates that tuberculosis in East Java Province can potentially cause 

an outbreak. Therefore, efforts are needed to prevent and control the spread of this disease to reduce its impact on 

public health. 
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Abstrak 
Tuberculosis yang banyak dikenal dengan sebutan TBC ialah suatu penyakit pernapasan yang menular, 

dipicu karena adanya Mycobacterium Harituberculosis. TBC menempati peringkat ke-2 setelah COVID-19 

sebagai penyakit menular dengan tingkat kematian tertinggi di seluruh dunia. Pada tahun 2020 Indonesia 

menempati urutan ke-3 dalam kasus TBC tertinggi dibawah India dan Tiongkok. Pada tahun 2021 Provinsi Jawa 

Timur menjadi peringkat tertinggi ketiga dengan kasus TBC sebesar 466.297 jiwa. Penelitian ini bertujuan untuk 

mengetahui hasil analisis kestabilan model matematis dan simulasi dari dinamika penyebaran penyakit TBC pada 

tahun 2021 di Jawa Timur dengan keterbaruan yaitu perbandingan parameter uji coba menggunakan metode 

runge-kutta orde 4 dan model matematis SITR. Model tersebut merupakan pengembangan dari model SIR dengan 

menambahkan kompartemen T (treatment). Dalam penelitian didapatkan hasil dari model matematika SITR pada 

penyakit tuberculosis memperoleh kestabilan titik kesetimbangan endemik dan ketidakstabilan titik 

kesetimbangan bebas penyakit, hal ini disebabkan bilangan reproduksi dasar kedua parameter 𝑅0 > 1, yang 

menunjukkan bahwasanya Tuberculosis di Provinsi Jawa Timur berpotensi mewabah. Maka diperlukan upaya 

dalam mencegah dan mengendalikan penyebaran penyakit ini supaya mengurangi dampaknya terhadap kesehatan 

masyarakat. 
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Kata kunci: Jawa Timur, Model Matematika ,Runge-Kutta, SITR, TBC 

 

1. Pendahuluan  

Tuberculosis paru (TBC) disebabkan 

oleh bakteri Mycobacterium harituberculosis 

(M. tuberculosis). Bakteri ini adalah jenis 

mikroorganisme aerob yang dapat bertahan 

hidup di dalam organ tubuh dengan tingkat 

oksigen yang tinggi, terutama di paru-paru 

[1]. M. tuberculosis tahan terhadap keasaman 

dan sensitif terhadap sinar ultraviolet. Oleh 

karena itu, bakteri ini memiliki perkembangan 

yang cepat dan termasuk dalam kategori 

penyakit menular [2]. 

Menurut Global Burden of Disease 

TBC menempati peringkat ke-2 setelah 

COVID-19 sebagai penyakit menular dengan 

tingkat kematian tertinggi di seluruh dunia 

[3]. Dari data WHO tahun 2019, penyakit 

TBC menginfeksi setiap bagian di dunia 

dengan 43% pada penduduk wilayah Asia 

Tenggara yang diperkirakan sekitar 4,3 juta 

orang menderita TBC dengan 632.000 di 

antaranya yang meninggal akibat penyakit 

tersebut[4]. Di tahun 2020 Indonesia menjadi 

peringkat ke-3 di bawah India dan Tiongkok 

dengan kasus TBC tertinggi dan memberikan 

kontribusi 2

3
 dari total kasus TBC, dengan 

842.000 kasus dan hanya sekitar 1

3
  orang 

dengan TBC resistan obat (TBC-RO) yang 

mengakses pengobatan [5].  

Jawa timur adalah satu diantara provinsi 

padat penduduk di Indonesia yang berhasil 

menemukan 43.268 jiwa penderita TBC yang 

merupakan kasus terbanyak ketiga setelah 

Jawa Barat dan Jawa Tengah [6]. Berdasarkan 

tingginya jumlah kasus TBC di Provinsi Jawa 

Timur penting untuk memahami dinamika 

penyebaran penyakit epidemik ini melalui 

penggunaan pemodelan matematika dengan 

satu diantaranya yaitu SITR (Susceptible - 

Infected - Treatment - Recovered) yang 

kemudian disimulasikan menggunakan 

metode Runge-Kutta orde 4 [7]. 

Penelitian mengenai model SITR TBC 

di Provinsi Aceh yang dilakukan oleh Zahwa 

dkk memperoleh hasil yaitu memperoleh 

𝑅0 =  0, 1240. Hasil tersebut dalam sebaran 

penyakit TBC ini berpotensi menjadi landasan 

bagi Dinas Kesehatan atau Pemerintah Aceh 

dalam mengantisipasi penularannya [8]. 

Penelitian oleh Puspitasari dkk tentang model 

SITR fraksional untuk dinamika penyebaran 

TBC mendapatakan hasil nilai 𝑅0 =  3,75, ini 

menunjukkan bahwa subpopulasi yang 

terinfeksi meningkat jika tidak ada dari 

perlakuan khusus [9]. Penelitian tentang 

model SITR pada sebaran penyakit TBC 

tahun 2015 di Kota Makassar yang dilakukan 

oleh Nur Fajri, diperoleh 3 bilangan 

reproduksi dasar dari perbandingan parameter 

yaitu 𝑅0 = 0, 8823 ;  𝑅0 =  0, 9595 ; dan 

𝑅0 =  1, 0433. Hasil bilangan reproduksi 

dasar tertinggi yitu 𝑅0 > 1 ini 

mengindikasikan bahwa penyakit TBC 

berstatus endemik [10]. Di sisi lain terdapat 

penelitian mengenai model penyebaran TBC 

di Jawa Timur memperoleh hasil 𝑅0 =
0,00001 yang mengindikasikan bahwa 

penyakit TBC di Jawa Timur tidak mewabah 

[11]. Namun, mengingat tingginya angka 

TBC di Jawa Timur sebagaimana disebutkan 

di atas, diperlukan pemodelan dan simulasi 

kembali dengan menggunakan data terbaru 

dan beberapa parameter uji coba yang lebih 

merepresentasikan kondisi sebenarnya. 

Berlandaskan permasalahan yang 

terjadi dan didukung dengan penelitian 

terdahulu, tujuan dari penelitian ini adalah 

untuk mengetahui hasil analisis kestabilan 

model matematis dan simulasi dari dinamika 

penyebaran penyakit TBC pada tahun 2021 di 

Jawa Timur dengan keterbaruan yaitu 

perbandingan parameter uji coba. Dengan 

demikian, diharapkan supaya dapat disusun 

strategi intervensi yang lebih optimal dalam 

penanggulangan penyakit TBC di Jawa Timur 

pada masa mendatang.  

 

2. Metode  

Model yang digunakan dalam penelitian 

ini adalah model SITR. Model ini 

menggunakan asumsi bahwa jumlah tingkat 

kelahiran dan jumlah tingkat kematian alami 

memiliki nilai yang sama; terdapat orang yang 

meninggal secara alami karena faktor 

penyakit lain dan faktor usia; penyakit 

tuberculosis kompartemen I (infected), tingkat 

penyebaran atau penularan, dan hubungan 

antara rentan dan terinfeksi. Akibatnya 

diperoleh diagram kompartemen model 
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penyebaran tuberculosis dengan kendali 

sebagai berikut [12].  
 

 
Gambar  1. Kompartemen SITR 

Model matematika epidemiologi 

penyebaran penyakit tuberculosis SITR dapat 

dimodelkan sebagai sistem persamaan 

differensial non-linear yang dimensional atau 

memiliki satuan untuk banyak individu 

sebagai berikut: 

 

�̇�(𝑡) =
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝛼𝑁 − 𝑆(𝑡) (

𝛽𝐼(𝑡)

𝑁
+  𝜇)       (1) 

 

𝐼̇(𝑡) =
𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 

𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑁
− 𝐼(𝑡)(𝜖 + 𝜃)         (2)  

 

�̇�(𝑡)  =  
𝑑𝑇(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝜖𝐼(𝑡) − 𝑇(𝑡)( 𝛾 +  𝜃)     (3) 

 

�̇�(𝑡) =  
𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝛾 𝑇(𝑡) − 𝑅(𝑡) 𝜇                 (4)  

 

Dimana jumlah total populasi penduduk 

𝑁 = 𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑇(𝑡) + 𝑅(𝑡)            (5) 

Keterangan:  

N : Total populasi 

S(t) : Banyak individu rentan dalam 

waktu tertentu 

I(t) : Banyak individu terinfeksi dalam 

waktu tertentu 

T(t) : Banyak individu penderita yang 

terobati dalam waktu tertentu 

R(t) : Banyak individu sembuh dalam 

waktu tertentu 

α : Laju populasi penduduk 

µ : Laju kematian alami 

β : Laju individu terinfeksi 

θ : Laju kematian akibat tuberculosis 

ϵ : Laju individu terinfeksi diberi 

treatment 

γ : Laju individu berhasil treatment 

 

2.1.Titik Kesetimbangan 

Sistem persamaan model penyebaran 

penyakit merupakan sistem persamaan 

diferensial non-linear [13]. Titik 

kesetimbangan adalah titik di mana sistem 

tidak berubah secara historis (t). Sebagaimana 

dimisalkan suatu sistem persamaan diferensial 

�̇�  =  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 . Dimana titik �̅�  ∈  𝑅𝑛 merupakan 

titik kesetimbangan dari suatu persamaan 

differensial �̇� = 𝑓(𝑥) ,apabila memenuhi 

kondisi stasioner 𝑓(𝑥) = 0 [14]. 

 

2.2.Analisis Kesetabilan Nilai Eigen dan 

Vektor Eigen. 

Analisis kestabilan diperlukan untuk 

menentukan apakah suatu penyakit menyebar 

atau hilang dari suatu populasi. Dengan 

menggunakan metode Linearisasi, kestabilan 

sistem dapat diukur pada titik kesetimbangan. 

Matriks Jacobian berikut diperoleh dari 

persamaan diferensial dengan deret Taylor di 

sekitar titik kesetimbangan [15]: 

 

𝐴 =  
𝜕𝑓(�̅�)

𝜕𝑥
=  

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1(�̅�)

𝜕𝑥1

𝜕𝑓1(�̅�)

𝜕𝑥1

𝜕𝑓1(�̅�)

𝜕𝑥2

𝜕𝑓1(�̅�)

𝜕𝑥1

…
𝜕𝑓1(�̅�)

𝜕𝑥𝑛

…
𝜕𝑓1(�̅�)

𝜕𝑥1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓1(�̅�)

𝜕𝑥1

𝜕𝑓1(�̅�)

𝜕𝑥1
…

𝜕𝑓1(�̅�)

𝜕𝑥1 ]
 
 
 
 
 
 
 

      (6) 

 

Jika terdapat matriks persegi A 

berukuran n × n dengan elemen bilangan real 

dan S dinyatakan sebagai himpunan semua 

vektor kolom n × 1, persamaannya dapat 

ditulis   𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 . Selanjutnya adalah 

menentukan vektor eigen dari matriks A 

berukuran n × n dengan cara menuliskan 

persamaan (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0. dengan 

keterangan I merupakan matriks identitas. 

Kemudian untuk mencari nilai eigen 

persamaan akan memiliki solusi tak nol jika 

dan hanya jika 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 [16]. 
 

2.3.Routh-Hurwitz 

Kriteria kesetabilan Routh-Hurwitz 

dapat digunakan untuk menunjukkan 

kestabilan suatu sistem dengan menggunakan 

koefisien persamaan karakteristik tanpa 

menghitung akar-akarnya secara langsung 

[17]. 

 

2.4.Bilangan Reproduksi Dasar 

Parameter batasan yang biasanya 

digunakan dalam model epidemiologi 

penyakit menular adalah bilangan reproduksi 

dasar (𝑅𝑜) [14]. Bilangan reproduksi dasar 

(𝑅𝑜) didapat dengan mencari nilai eigen pada 

matriks Jacobian dari nilai titik ekuilibrium 
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bebas penyakit. Sehingga didapatkan kondisi 

jika 𝑅𝑜 < 1, maka titik kesetimbangan bebas 

penyakit dikategorikan stabil secara asimtotik 

lokal yang berarti penyakit ini tidak akan 

mewabah. Sedangkan, apabila didapati 𝑅𝑜 > 1 

maka titik kesetimbangan bebas penyakit 

tidak stabil dan memiliki kemungkinan akan 

mewabah dan meluas. Yang terakhir apabila 

(𝑅𝑜) = 0, yang menendakan penyakit tersebut 

akan bersifat tetap dan tidak menular ke 

siapapun [18]. 

 

2.5.Runge-Kutta Orde Empat 

Metode Runge-Kutta orde empat 

digunakan untuk menyelesaikan 

permasalahan nilai awal dan interval agar 

mendapatkan hasil akurat pada persamaan 

differensial linear maupun nonlinear [19]. 

Bentuk metode Runge-Kutta secara umum:  
 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ(𝑎1𝑘1 + 𝑎2𝑘2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑘𝑛)        (7) 

Dengan nilai k adalah sebagai berikut: 
𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) 

𝑘2 = 𝑓(𝑥𝑖 + 𝑐1ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑑1𝑘1ℎ) 

𝑘3 = 𝑓(𝑥𝑖 + 𝑐2ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑑2𝑘1ℎ + 𝑑3𝑘2ℎ) 

𝑘4 = 𝑓(𝑥𝑖 + 𝑐3ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑑4𝑘1ℎ + 𝑑5𝑘2ℎ + 𝑑6𝑘2ℎ) 

⋮ 
𝑘𝑛 = 𝑓(𝑥𝑖 + 𝑐𝑛−1ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑑𝑛−1𝑘1ℎ + 𝑑𝑛−2𝑘2ℎ +
             …+ 𝑑𝑛−𝑖𝑘𝑛−𝑖ℎ) 

 

Maka dapat dikembangkan menjadi bentuk 

Runge-Kutta orde empat secara umum 

dituliskan sebagai berikut: 
 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
1

6
(1𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 1𝑘4)             (8) 

 

Dengan nilai k adalah sebagai berikut: 
𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) 

𝑘2 = 𝑓(𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘1ℎ) 

𝑘3 = 𝑓(𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘2ℎ) 

𝑘4 = 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑘3ℎ) 

 

Nilai k saling berhubungan dimana 𝑘1 

muncul pada persamaan 𝑘2, lalu 𝑘1, 𝑘2 

muncul pada persamaan 𝑘3, dan begitu 

seterusnya. Rekurasi tersebut menjadikan 

metode Runge-Kutta efektif dalam 

perhitungan komputer [19]. 

Penelitian yang dilakukan termasuk 

dalan jenis penelitian kuantitatif [20]. 

Penelitian menggunakan data sekunder yang 

meliputi jumlah kasus tuberculosis, kasus 

terpapar, terinfeksi, dan kasus sembuh 

penyakit tuberculosis. Data diambil dari 

Kementrian Kesehatan Republik Indonesia 

berupa data kasus tuberculosis pada tahun 

2021 [21].  

 

 
Gambar  2. Flowchart Alur Penelitian 

Dari ke 34 provinsi yang ada, kami 

mengambil salah satu daerah yang menjadi 

rujukan penelitian ialah Provinsi Jawa Timur, 

berikut ditunjukkan pada Tabel 1. Tahapan 

penelitian direpresentasikan melalui diagram 

alir pada Gambar 2. 

 
Tabel 1. Sampel Data Penyakit TBC di Jawa 

Timur tahun 2021 

Provinsi Jawa Timur 

S 39.978.776 

I 23.628 

T 18.565 

R 39.265 

 

Berdasarkan diagram alir (flowchart) 

pada gambar 2, dapat dijelaskan tahapan 

penelitian sebagai berikut: 

1. Menemukan data berdasarkan pencarian 

yang dilakukan, dimana data tersebut 

dijelaskan dalam bentuk Tabel 1. Dengan 

Tabel 1 maka dapat selanjutnya 

ditetapkan variabel dan parameter model 

sesuai dengan penelitian yang dilakukan.  

2. Melatih model epidemi SITR 

berdasarkan studi kasus, hal ini dilakukan 

dengan mengembangkan model yang 

sudah ada pada penelitian sebelumnya 

yakni model epidemik SIR  
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3. Melakukan uji analisis. Dimana dalam 

tahapan uji analisis terdapat tiga hal 

pokok, diantaranya melakukan uji 

kesetimbangan, yang kedua yakni uji 

kestabilan dan yang terakhir mengolah 

bilangan reproduksi atau R0 guna 

menganalisis data yang dimiliki.  

4. Bersamaan dengan dilakukannya uji 

analisis, dilakukan juga simulasi dalam 

bentuk model yang telah terbentuk. 

Dalam hal ini terdapat tiga tahapan 

penting diantaranya:  

a) Menginisiasikan atau memasukkan 

nilai dan parameter dari model yang 

sudah terbentuk.  

b) Melakukan simulasi melalui metode 

numerik Runge-Kutta orde empat. 

c) Melakukan analisis terhadap hasil 

simulai numerik yang telah 

dilakukan.  

5. Setelah semua tahapan dilakukan, maka 

dapat ditarik kesimpulan dari masalah 

yang ada. 

 

3. Pembahasan  

3.1 Nilai Parameter Model 

Model matematika pada gambar 1, 

memiliki nilai awal (initial condition) pada 

masing-masing variabel subpopulasi 

(kompartemen) model penyebaran penyakit 

Tuberculosis di Jawa Timur tahun 2021 

seperti dalam Tabel 2. 

 
Tabel 2.  Nilai Awal (Initial Condition) 

 

Nilai-nilai parameter model yang digunakan 

dapat dilihat pada Tabel 3. 
 

Tabel 3. Nilai Parameter Tuberculosis 

Sim

bol 
Parameter 

Nilai 

Parameter 

1 

Nilai 

Parameter 

2 

Satu- 

an 

𝜇 
Laju Kematian 

Alami 
0,95 

[22] 
0,232 

[23] 
Per 

tahun 

𝛼 
Laju Populasi 

Penduduk 
0,985 

[24] 
0,45 

[22] 
Per 

tahun 

𝜃 
Laju Kematian 

akibat 

Tuberculosis 

0,0209 

[25] 
0,0209 

[25] 
Per 

tahun 

𝛾 
Laju Individu 

berhasil 

Treatment 

0,85 

[9] 
0,85 

[9] 
Jiwa 

𝛽 
Laju Individu 

Terinfeksi 
0,5 

[9] 
0,34383 

[25] 
Jiwa 

𝜖 

Laju Individu 

Terinfeksi 

diberi 

Treatment 

0,5 

[9] 
0,3 

[9] 
Per 

tahun 

 

3.2 Analisis Titik Ekuilibrium 

Model epidemi pada umumnya memiliki 

dua titik ekuilibrium yang akan dianalisis, 

yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik 

ekuilibrium endemik. 

a. Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 

Pada keadaan ini terjadi saat suatu 

populasi yang menetap di suatu daerah tidak 

ada yang terinfeksi peyakit atau dengan kata 

lain I = 0 akibatnya T = 0 dan R = 0. Maka 

didapatkan titik kesetimbangan dalam 

keadaan ini adalah (S, I, T, R) = (S∗, 0,0,0) =

(
αN

μ
, 0,0,0) (3.2.1) 

1. Parameter 1 

Dilakukan subtitusi nilai parameter 1 

pada Tabel 3 ke dalam titik ekuilibrium 

bebas penyakit, maka diperoleh nilai 

sebagai berikut :  

𝐵∗ = (S∗, I∗, T∗, R∗) 

   = (41.536.137,36; 0; 0; 0) 

 

2. Parameter 2 

Dilakukan subtitusi nilai parameter 2 

pada Tabel 3 ke dalam titik ekuilibrium 

bebas penyakit, maka diperoleh nilai 

sebagai berikut :  

𝐵∗ = (S∗, I∗, T∗, R∗) 

    = (77.703.040,09; 0; 0; 0) 

 

b. Titik Ekuilibrium Endemik 

Pada keadaan ini terjadi saat terdapat 

suatu populasi yang menetap di suatu daerah 

yang terinfeksi peyakit atau dengan kata lain 

I > 0. Maka didapatkan titik kesetimbangan 

dalam keadaan ini adalah  
(S, I, T, R) = (S∗, I∗, T∗, R∗) =

(

N(ϵ+θ)

β
,
N(βα−μ(ϵ+θ))

β(ϵ+θ)
,
ϵN(βα−μ(ϵ+θ))

β(ϵ+θ)(γ+θ)
,

γϵN(βα−μ(ϵ+θ))

βμ(ϵ+θ)(γ+θ)

)                     (9) 

Subpopulasi Nilai Awal 

𝑆(0) 39.978.776 

𝐼(0) 23.628 

𝑇(0) 18.565 

𝑅(0) 39.265 

𝑁 40.060.234 
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1. Parameter 1 

Dilakukan subtitusi nilai parameter 1 

pada Tabel 3 ke dalam titik ekuilibrium 

bebas penyakit, maka diperoleh nilai 

sebagai berikut :  

𝐸∗ = (S∗, I∗, T∗, R∗)  

        = (25.710.058, 18; 46.850.125, 32; 
16.138.520, 6; 14.439.728, 97) 

 

2. Parameter 2 

Dilakukan subtitusi nilai parameter 2 

pada Tabel 3 ke dalam titik ekuilibrium 

bebas penyakit, maka diperoleh nilai 

sebagai berikut :  

𝐸∗ = (S∗, I∗, T∗, R∗)  

     = (37.388.619, 64; 29.145.981, 75; 
10.039.952, 38;  36.784.308, 28) 

 

3.3 Analisis Stabilitas Titik Ekuilibrium 

Analisis kestabilan dari setiap titik 

koordinat kesetimbangan endemik dan bebas 

penyakit memungkinkan untuk 

mengidentifikasi pola penyebaran sistem 

persamaan differensial non linear model 

SITR. Dimisalkan setiap sistem persamaan 

sesuai bentuk persamaan berikut: 

a1 = Ṡ =
dS(t)

dt
= αN − S(t) (

βI(t)

N
+ μ) 

a2 = İ =
dI(t)

dt
= (

βS(t)I(t)

N
) − I(t)(ϵ + θ) 

a3 = Ṫ =
dT(t)

dt
= ϵI(t) − T(t)(γ + θ) 

a4 = Ṙ =
dR(t)

dt
= γT(t) − R(t)μ   (3.3.1) 

Selanjutnya, disusun matriks Jacobian 

sehingga diperolah bentuk: 

J =

[
 
 
 
 −

βI(t)

N
− μ −

βS(t)

n
0 0

βI(t)

N

βS(t)

n
− ϵ − θ 0 0

0 ϵ −γ − θ 0
0 0 γ −μ]

 
 
 
 

    (10) 

Melakukan analisis stabilitas pada titik 

koordinat kesetimbangan bebas penyakit dan 

endemik model SITR akan digunakan untuk 

mengevaluasi kestabilan pada masing-masing 

titik koordinat kesetimbangan. 

 

a. Analisis Stabilitas Titik Kesetimbangan Bebas 

Penyakit 

Pada analisis kesetimbangan 

sebelumnya didapatkan titik kesetimbangan 

bebas penyakit. Selanjutnya 

mensubstitusikan titik kesetimbangan bebas 

penyakit tersebut ke dalam matriks Jacobian 

sehingga diperoleh: 

JB∗ = [

a −b 0 0
0 c 0 0
0 f −d 0
0 0 e −a

]                        (11) 

Misalkan: 

a = μ  c =
βα

μ
− ϵ − θ  e = γ  

   (12) 
b =

βα

μ
  d = γ + θ  f = ϵ  

 

Selanjutnya menentukan nilai eigen 

matriks JB∗ yaitu |JB∗ − 𝜆𝐼| = 0 sehingga 

didapatkan: 

𝜆4 + 𝜆3(𝑑 + 2𝑎 − 𝑐) + 𝜆2 ( 𝑎2 + 2𝑎𝑑
−𝑐𝑑 − 2𝑎𝑐

)  

+𝜆(𝑎2𝑑 − 𝑎2𝑐 − 2𝑎𝑐𝑑) + 𝑎2𝑐𝑑 = 0        (13) 

Pada persamaan (13) dilakukan pemisalan 

ssehingga didapatkan: 

𝑎0 = 1 

𝑎1 = 𝑑 + 2𝑎 − 𝑐  

𝑎2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑑 − 𝑐𝑑 − 2𝑎𝑐        (14)  

𝑎3 = 𝑎2𝑑 − 𝑎2𝑐 − 2𝑎𝑐𝑑  

𝑎4 = 𝑎2𝑐𝑑   
1. Parameter 1 

Dilakukan subtitusi nilai parameter 1 

pada Tabel 3 ke nilai  
𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑑𝑠𝑡 , maka diperoleh nilai 

sebagai berikut :  

𝑎0 = 1 

(14) 

𝑎1 = 2,573378947 

𝑎2 = 2,009898915 

𝑎3 = 0,280884439 

𝑎4 = -0,155249029     

𝑏1 = 1,900748866  

𝑏2 = -0,155249029 

𝑐1 = 0,491072429 

𝑑1 = -0,155249029 

Dengan memasukkan nilai-nilai tersebut 

ke dalam tabel Routh-Hurwitz diperoleh: 
 

Tabel 4. Routh-Hurwitz Bebas Penyakit 

Parameter 1 

𝜆4| 1 2,009 −0,155

𝜆3| 2,573 0,281 0

𝜆2| 1,901 −0,155 0
𝜆 | 0,491 0 0

𝜆0| −0,155 0 0
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Diperhatikan bahwa pada kolom 

pertama tabel 4 terdapat suatu perubahan 

dari nilai Eigen yang bernilai positif ke 

nilai Eigen bernilai negatif, maka dapat 

disimpulkan bahwa titik kesetimbangan 

bebas penyakit merupakan titik yang tidak 

stabil. 

 

2. Parameter 2 

Dilakukan subtitusi nilai parameter 2 

pada Tabel 3 ke nilai 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑑𝑠𝑡, maka 

diperoleh nilai sebagai berikut:  

𝑎0 = 1 

         (15) 

𝑎1 = 0,988888 

𝑎2 = 0,066613 

𝑎3 = -0,11157 

𝑎4 = -0,01622 

𝑏1 = 0,179438 

𝑏2 = -0,01622 

𝑐1 = -0,02219 

𝑑1 = -0,01622 

Dengan memasukkan nilai-nilai tersebut 

ke dalam tabel Routh-Hurwitz diperoleh: 

 
Tabel 5. Routh-Hurwitz Bebas Penyakit 

Parameter 2 

𝜆4| 1 0,066 −0,016

𝜆3| 0,988 −0,111 0

𝜆2| 0,179 −0,016 0
𝜆 | −0,022 0 0

𝜆0| −0,016 0 0

  

Diperhatikan bahwa pada kolom 

pertama Tabel 5 terdapat suatu perubahan 

dari nilai Eigen yang bernilai positif ke nilai 

Eigen bernilai negatif, maka dapat 

disimpulkan bahwa titik kesetimbangan 

bebas penyakit merupakan titik yang tidak 

stabil. 

 

b. Analisis Stabilitas Titik Kesetimbangan 

Endemik 

Pada analisis kesetimbangan 

sebelumnya didapatkan titik kesetimbangan 

bebas penyakit. Selanjutnya 

mensubstitusikan titik kesetimbangan 

Endemik tersebut ke dalam matriks Jacobian 

sehingga diperoleh: 

JE∗ =

[
 
 
 
 
 −

N(αβN−ϵμN−θμN)

(ϵ+θ)N
−ϵ − θ 0 0

αβ−μ(ϵ+θ)

(ϵ+θ)
0 0 0

0 ϵ −γ − θ 0
0 0 γ −μ]

 
 
 
 
 

   (16) 

Misalkan: 

a = −
N(αβN−ϵμN−θμN)

(ϵ+θ)N
  e = γ + θ  

(17) b =
αβ−μ(ϵ+θ)

(ϵ+θ)
  f = γ  

c = ϵ + θ  g = μ  

d = ϵ   

Selanjutnya menentukan nilai eigen matriks 

JE∗ yaitu |JE∗ − 𝜆𝐼| = 0 sehingga didapatkan: 

𝜆4 + 𝜆3(𝑎 + 𝑒 + 𝑔) + 𝜆2 (
𝑎𝑒 + 𝑎𝑔
+𝑏𝑐 + 𝑒𝑔

)   

+𝜆(𝑎𝑒𝑔 + 𝑏𝑐𝑔 + 𝑏𝑐𝑒) + 𝑏𝑐𝑒𝑔 = 0   (18) 

Pada persamaan (18) dilakukan pemisalan 

ssehingga didapatkan: 

𝑎0 = 1 

𝑎1 = 𝑎 + 𝑒 + 𝑔  

𝑎2 = 𝑎𝑒 + 𝑎𝑔 + 𝑏𝑐 + 𝑒𝑔  

𝑎3 = 𝑎𝑒𝑔 + 𝑏𝑐𝑔 + 𝑏𝑐𝑒  

𝑎4 = 𝑏𝑐𝑒𝑔  

1. Parameter 1 

Dilakukan subtitusi nilai parameter 1 

pada Tabel 3 ke nilai  
𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑑𝑠𝑡 , maka diperoleh nilai 

sebagai berikut :  

𝑎0 = 1 

𝑎1 = 23.435.101,8209 

𝑎2 = 42.654.765,6049 

𝑎3 = 19.380.873,9522 

𝑎4 = 0,155249 

𝑏1 = 42.654.764,78 

𝑏2 = 0,155249 

𝑐1 = 19.380.873,87 

𝑑1 = 0,155249 

Dengan memasukkan nilai-nilai tersebut 

ke dalam tabel Routh-Hurwitz diperoleh: 

 
Tabel 6. Routh-Hurwitz Endemik Parameter 1 

𝜆4| 1 42 × 106 0,155

𝜆3| 22 × 106 19 × 106 0

𝜆2| 42 × 106 0,155 0

𝜆| 19 × 106 0 0

𝜆0| 0,155 0 0

  

Diperhatikan bahwa pada kolom 

pertama tabel 6 tidak terdapat suatu 

perubahan tanda dan koefisien persamaan 

karakteristik memiliki tanda yang sama. 

Maka dapat disimpulkan bahwa titik 

kesetimbangan endemik merupakan titik 

yang stabil. 
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2. Parameter 2 

Dilakukan subtitusi nilai parameter 2 

pada Tabel 3 ke nilai 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑑𝑠𝑡, maka 

diperoleh nilai sebagai berikut:  

𝑎0 = 1 

𝑎1 = 1.031.958,789 

𝑎2 = 1.138.146,414 

𝑎3 = 208.505,901 

𝑎4 = 0,016219407 

𝑏1 = 1.138.146,212 

𝑏2 = 0,016219407 

𝑐1 = 208.505,886 

𝑑1 = 0,016219407 

Dengan memasukkan nilai-nilai tersebut 

ke dalam tabel Routh-Hurwitz diperoleh: 

 
Tabel 7. Routh-Hurwitz Endemik Parameter 2 

𝜆4| 1 1 × 106 0,016

𝜆3| 1 × 106 2 × 105 0

𝜆2| 1 × 106 0,016 0

𝜆 | 2 × 105 0 0

𝜆0| 0,016 0 0

  

Diperhatikan bahwa pada kolom 

pertama tabel 7 tidak terdapat suatu 

perubahan tanda dan koefisien persamaan 

karakteristik memiliki tanda yang sama. 

Maka dapat disimpulkan bahwa titik 

kesetimbangan endemik merupakan titik 

yang stabil. 

 

3.4 Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan Reproduksi Dasar diperoleh 

menggunakan metode NGM (Next 

Generation Matrix). Bilangan Reproduksi 

Dasar ditentukan menggunakan titik 
ekuilibrium bebas penyakit, yaitu variabel 

terinfeksi I(t) dimana: 

dI(t) =
βS(t)

N
I(t) − (ϵ + θ)I(t) (19) 

Hasil pelinearan persamaan tersebut adalah: 

J =
∂

∂I
(
βS(t)

N
I(t) − (ϵ + θ)I(t)) 

=
βS(t)

N
− (ϵ + θ) 

   (20) 

Dengan mensubstitusikan titik koordinat 

kesetimbangan bebas penyakit pada model 

SITR yaitu (
αN

μ
, 0,0,0) kedalam persamaan, 

sehingga diperoleh 

J =
β (

αN
μ

)

N
− (ϵ + θ) 

=
βα

μ
− (ϵ + θ) 

(21) 

selanjutnya dekomposisi matriks Jacobian 

J = F − V     (22) 

Sehingga didapatkan F =
βα

μ
 dan V = (ϵ +

θ) yang mengakibatkan V−1 =
1

(ϵ+θ)
 maka 

FV−1 =
βα

μ
×

1

(ϵ + θ)
=

βα

μ(ϵ + θ)
    (23) 

 

Hasil dari FV−1 tidak berupa matriks, 

sehingga didapatkan bilangan reproduksi 

dasar (𝑅0) dari model SITR tersebut sebesar: 

𝑅0 = max {
βα

μ(ϵ + θ)
} 

𝑅0 = {
βα

μ(ϵ + θ)
} 

(24) 

  

1. Parameter 1 

Mensubtitusi nilai parameter 1 pada 

Tabel 3 ke dalam persamaan (24), maka 

diperoleh nilai sebagai berikut : 

𝑅0 = {
βα

μ(ϵ+θ)
}   

=
0,5(0,985)

0,95(0,3+0,02090)
  

= 1,161552  

Maka nilai bilangan reproduksi dasarnya 

sebesar 𝑅0 = 1,61552. Hal ini 

menunjukan 𝑅0 > 1 artinya penyakit 

Tuberculosis di Provinsi Jawa Timur 
pada tahun 2021 merupakan penyakit 

yang mewabah di dalam penduduk 

tersebut. 

 

2. Parameter 2 

Mensubtitusi nilai parameter 2 pada Tabel 

3 ke dalam persamaan (24), maka 

diperoleh nilai sebagai berikut : 

𝑅0 = {
βα

μ(ϵ+θ)
}   

=
0,34383(0,45)

0,232(0,3+0,02090)
  

= 2,07825  

Maka nilai bilangan reproduksi dasarnya 

sebesar 𝑅0 = 2,07825. Hal ini 

menunjukan 𝑅0 > 1 artinya penyakit 

Tuberculosis di Provinsi Jawa Timur 

pada tahun 2021 merupakan penyakit 
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yang mewabah di dalam penduduk 

tersebut. 

 

3.5 Simulasi Dinamika Pertumbuhan 

Penduduk dan Model SITR 

Data yang digunakan dalam analisis 

adalah data tahunan. Mengingat bahwa 

asumsi jumlah penduduk selalu tetap setiap 

tahun tidak berlaku, maka dinamika 

pertumbuhan penduduk dinyatakan dengan 

persamaan (25) di bawah ini. 

 

𝑁 = 𝑆 + 𝐼 + 𝑇 + 𝑅 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
=

𝑑𝑆

𝑑𝑡
+

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+

𝑑𝑇

𝑑𝑡
+

𝑑𝑅

𝑑𝑡
 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝛼𝑁 − 𝜇𝑆 + 𝜇𝐼 + 𝜇𝑇 + 𝜇𝑅 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝛼𝑁 − 𝜇(𝑆 + 𝐼 + 𝑇 + 𝑅) 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝛼𝑁 − 𝜇𝑁 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= (𝛼 − 𝜇)𝑁 

∫
1

𝑁
𝑑𝑁 = ∫(𝛼 − 𝜇)𝑑𝑡 

ln 𝑁 = (𝛼 − 𝜇)𝑡 + 𝐶0 

𝑒ln𝑁 = 𝑒(𝛼−𝜇)𝑡+𝐶0 

𝑒ln𝑁 = 𝑒𝐶0𝑒(𝛼−𝜇)𝑡 

𝑁(𝑡) = 𝑁0𝑒
(𝛼−𝜇)𝑡 (25) 

 

Adapun hasil grafik visualisasi 

dinamika pertumbuhan penduduk 

menggunakan parameter 1 seperti pada 

Gambar 3. Sedangkan menggunakan 

parameter 2 seperti pada Gambar 4. 

 

 
Gambar  3. Grafik Dinamika Pertumbuhan 

Penduduk Jawa Timur Parameter 1 

 
Gambar  4. Grafik Dinamika Pertumbuhan 

Penduduk Jawa Timur Parameter 2 

Berdasarkan grafik pada Gambar 3 dan 4 

dengan disubstitusikan kedua parameter 

didapatkan laju dinamika pertumbuhan 

penduduk selalu meningkat dalam masa 30 

tahun yang akan datang. Hal ini menunjukkan 

adanya tren pertumbuhan yang kuat dan 

berkelanjutan dalam populasi. Dapat 

diketahui bahwa nilai N atau jumlah 

penduduk cenderung terus meningkat seiring 

dengan berjalannya waktu. 

Simulasi dilakukan dengan menggunakan 

bantuan software Matlab untuk mengetahui 

persebaran TBC menggunakan metode 

Runge-Kutta orde 4. Simulasi dilakukan 

berulang karena terdapat 2 sumber berbeda 

untuk kemudian dilakukan uji coba.  

 

a. Uji Coba Parameter 1 

 
Gambar  5. Grafik Simulasi Model SITR TBC 

Parameter 1 

Berdasarkan  Gambar 5 bahwa 

angka subpopulasi rentang (S) mengalami 

penurunan setelah 10 tahun, subpopulasi 

terinfeksi (I), subpopulasi terobati (T), dan 

subpopulasi sembuh (R) menunjukkan 

kenaikan setelah 10 tahun kedepan. Hal 

tersebut sesuai dengan angka reproduksi 

dasar dimana penyakit TBC di Provinsi Jawa 
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Timur merupakan penyakit yang akan 

mewabah atau endemik. 

Adapun grafik visualisasi simulasi 

numerik model penyakit SITR dalam satu 

figure adalah seperti pada Gambar 6 berikut. 

 

 
Gambar  6. Grafik Simulasi Model SITR TBC 

Parameter 1 Dalam Satu Figure 

Berdasarkan Gambar 6, dapat dilihat 

bahwa solusi numerik dari model simulasi 

parameter 1 menuju dan stabil pada titik 

kesetimbangan endemik. Hasil ini sejalan 

dengan analisis matematis yang menunjukkan 

bahwa 𝑅0 = 1,61552 > 1  artinya penyakit 

Tuberkulosis di Jawa Timur pada tahun 2021 

berada dalam kondisi endemik. Stabilitas 

asimtotik dari titik kesetimbangan ini 

mengindikasikan bahwa jika terjadi sedikit 

gangguan pada sistem, populasi infeksi akan 

kembali ke keadaan endemik. 

 

b. Uji Coba Parameter 2 

 
Gambar  7. Grafik Simulasi Model SITR TBC 

Parameter 2 

Berdasarkan  Gambar 7 bahwa 

angka subpopulasi rentang (S) mengalami 

penurunan setelah 10 tahun, subpopulasi 

terinfeksi (I), subpopulasi terobati (T), dan 

subpopulasi sembuh (R) menunjukkan 

kenaikan setelah 10 tahun kedepan. Hal 

tersebut sesuai dengan angka reproduksi 

dasar dimana penyakit TBC di Provinsi Jawa 

Timur merupakan penyakit yang akan 

mewabah atau endemik. 

Adapun grafik visualisasi simulasi 

numerik model penyakit SITR dalam satu 

figure adalah seperti pada Gambar 8 berikut. 

 

 
Gambar  8. Grafik Simulasi Model SITR TBC 

Parameter 2 Dalam Satu Figure 

Berdasarkan Gambar 8, dapat dilihat 

bahwa solusi numerik dari model simulasi 

parameter 2 menuju dan stabil pada titik 

kesetimbangan endemik. Hasil ini sejalan 

dengan analisis matematis yang menunjukkan 

bahwa 𝑅0 = 2,07825 > 1  artinya penyakit 

Tuberkulosis di Jawa Timur pada tahun 2021 

berada dalam kondisi endemik. Stabilitas 

asimtotik dari titik kesetimbangan ini 

mengindikasikan bahwa jika terjadi sedikit 

gangguan pada sistem, populasi infeksi akan 

kembali ke keadaan endemik. 

 

4. Penutup 

Berdasarkan dari hasil dan pembahasan, 

didapatkan hasil analisis kestabilan bebas 

penyakit model SITR terhadap penyebaran 

tuberculosis menunjukkan tidak stabil di 

kedua parameter, ini terjadi kerena terdapat 

perubahan tanda dan koefisien dalam 

persamaan, sedangkan pada analisis 

kestabilan titik kesetimbangan endemik dari 

kedua parameter menunjukkan hasil yang 

stabil karena tidak terjadi perubahan tanda dan 

koefisien dalam persamaan karakteristik. 

Hasil simulasi model SITR terhadap 

tuberculosis dengan kedua parameter 

menunjukkan bahwa nilai 𝑅0 adalah 1,61552 

pada parameter pertama dan parameter kedua 

sebesar 2,07825. Kedua hasil tersebut 
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menunjukkan nilai 𝑅0 > 1 yang merupakan 

bilangan reproduksi dasar, ini 

mengindikasikan bahwa tuberculosis di Jawa 

Timur termasuk dalam kategori penyakit 

endemik yang memiliki potensi untuk 

menyebar dengan mudah dan berpotensi 

menjadi wabah dalam cakupan yang lebih 

luas. Oleh karenanya, penulis menambahkan 

saran sebagai upaya pengembangan untuk 

penelitian berikutnya, yaitu mengubah 

formulasi menjadi S-I-T-R-S, yang 

memungkinkan kembali kerentanan pada 

individu yang sembuh dari Tuberculosis. Hal 

ini diharapkan dapat menghasilkan simulasi 

yang lebih mendekati kondisi dan situasi 

sebenarnya. Pendekatan metode numerik 

dalam model penyebaran Tuberculosis yang 

dapat digunakan adalah metode numerik 

Runge-Kutta dengan orde yang lebih tinggi. 
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